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En matematica, por lo general, para simplificar la escritura se utilizan simbolos matematicos 
y logicos especiales en lugar de algunas expresiones: 



Simbolo se lee 


ejemplo 




V 


"para todo", "para cualquier" 


VagA "para toda a que esta en A". 


3 


"existe", "al menos uno" 


3 a g A "existe alguna a que esta en A". 


3! 


"existe uno, y solo uno" 


3 ! a g A "existe una, y solo una a que esta en A" 


=> 


"si. . ., entonces. . .", "implica" 


a g A => a gB 


"si a g A, entonces a g 5". 




"si, y solo si", "equivale a" 


a g A <^> a g B 


"a g A si, y solo si a g 5". 




"por lo tanto", "entonces" 


a g A 


"por lo tanto a e A". 




"porque", "puesto que", "ya que" 


a g A . a g B 


"a g A porque a e 5". 


1 


"tal que", "que", "la cual" 


3a g A a <=B 


"existe una a g A tal que a £ 5" 


:= 


"es igual, por defmicion, a" 


P = («, b) 


"p es igual, por defmicion a («, ft)" 




"se denota por ", "se simboliza por" 


(a, b) =: p 


"(a, ft) se denota como p" 


A 


"y" (conjuncion) 


a gA a a g B 


"aGAyaGB" 


V 


"6" (disyuncion) 


a gA v a g B 


"a gAougB" 


V 


"6. . .6" (disyuncion excluyente) 


a g A y a g 5 


"6 a g A 6 a g 5, pero no a ambos". 


- 1 


"no" (negacion) 


->P(fl) "La proposicion P no es verdadera para «" 



En muchas ocasiones, en la matematica, la negacion de una proposicion se denota tachando 
el simbolo que la define, con una linea inclinada. Por ejemplo: se escribe a £ A en lugar de 
-<(a g A). 
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PROLOGO 

Como analisis matematico se entiende, antes que nada, calculo diferencial e 
integral. La creacion de los fundamentos del calculo diferencial e integral por Newton 
y Leibnitz fue uno de los mas grandes acontecimientos cientificos del siglo XVII, 
aunque algunos conceptos fundamentales analogos hayan sido formulados mucho 
antes. Actualmente el analisis, en toda la extension de la palabra, ha constituido, junto 
con el algebra y la geometria, uno de los pilares fundamentales sobre los cuales se 
asienta todo el arbol de la matematica moderna. Por eso, se ha convertido en una de 
las disciplinas indispensables para el mundo matematico, lo cual es demostrado por la 
gran cantidad de libros editados sobre el tema. Sin embargo, no se puede concluir de 
esto, que en el analisis no hayan quedado temas para la investigacion cientifica y para 
grandes descubrimientos. En verdad, lo que sucede es que el analisis matematico ha 
crecido tanto, que se ha visto la necesidad de estudiar algunas de sus ramas por 
separado, como son por ejemplo, la teoria de probabilidad y la estadistica matematica, 
la teoria de funciones de variable compleja y el analisis funcional, la teoria de 
ecuaciones diferenciales ordinarias y en derivadas parciales, las ecuaciones de la 
fisica matematica,... etc. En un sentido mas estrecho de la palabra, como una materia 
de estudio, representa por si mismo una parte, y quiza una de las mayores, que se 
presentan como generales para todas las disciplinas de la matematica moderna, de 
aqui el papel fundamental que juega en la formacion matematica. 

El presente trabajo contiene solo la primera parte de la obra completa, que esta 
dirigida, en primer lugar, a estudiantes que desean iniciarse en el curso, con el estudio 
y las demostraciones de los teoremas fundamentales, que les permitan adquirir las 
bases para su formacion en el area de la matematica, con un enfoque diferente al 
acostumbrado. Evidentemente, tambien los demas interesados en el tema estan 
invitados al estudio de la presente obra, sin embargo, se requiere que el lector tenga 
bien fundamentadas las bases de la educacion media superior, necesarias para la 
buena comprension del tema. 
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INTRODUCCION 

El presente libro ha sido pensado como libro de texto para la Licenciatura en la 
materia de Logica y Conjuntos, abarcando la parte de Teoria de Conjuntos. En el libro 
se dedica la mayor parte al estudio de la Teoria de Conjuntos como una introduccion 
al tema. Los primeros cinco capitulos estan dedicados a la parte basica: Algunos 
Conceptos Elementales, a la Axiomatica, en forma breve, Relaciones Binarias, 
Mapeos y Operaciones Binarias; y a los Conjuntos Ordenados; y los otros tres, a 
temas mas avanzados: Cardinalidad, Numeros Ordinales, Axioma de Eleccion, 
Hipotesis del Continuo, que tambien son necesarios para una formacion matematica 
basica. Finalmente, en el primer apendice, se ve una introduccion a la Teoria de 
Limites, con un enfoque no acostumbrado, pero que resulta de gran interes. En el 
segundo apendice se da un metodo general de obtencion de criterios de divisibilidad 
y, por ultimo, se establece una extension de la regla de Sarrus, que permite calcular 
determinantes de matrices cuadradas de orden mayor que tres. 
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CAPITULO I 

ALGUNOS CONCEPTOS SOBRE TEORIA DE CONJUNTOS 

§ 1.1 CONJUNTOS. CONCEPTOS ELEMENTALES Y NOTACION. 

El lenguaje de la teoria de conjuntos ha sido, desde los ultimos afios del siglo XIX y los 
primeros del siglo XX, el lenguaje mas universal de la matematica. El matematico aleman George 
Cantor (1845-1918) es reconocido como el fundador de dicha teoria. 

. Llamamos conjunto a cualquier coleccion de objetos bien defmidos, de cualquier 

naturaleza. 

Para denotar los diferentes conjuntos se utilizan las letras mayiisculas del alfabeto latino 

...A, /?, C,..., X, F, Z,... 
. Los objetos que en su totalidad forman un conjunto dado, se llaman elementos del 

conjunto. 

Para denotar los diferentes elementos se utilizan las letras miniisculas del alfabeto latino 

...a,£,c,...,x,j;,z,... 

Notation por extension. El conjunto formado por los elementos «i, «2, ••• , a n generalmente 
escribe encerrando los elementos entre Haves {} y separandolos por comas de la siguiente manera: 
{a\, 02, ••• , a n }. Esta forma de denotar un conjunto se llama por extension 6 por enumeracion. 
Cuando no haya lugar a confusiones, escribiremos a en lugar de {a}. 

Es importante tener en cuenta los siguientes puntos: 

1) un conjunto queda defmido univocamente por los elementos que lo forman; 

2) cualquier propiedad define un conjunto de objetos, los cuales satisfacen dicha propiedad. 

Notation por description. Si a es un objeto y P es una propiedad, entonces P(a) denota que 
a tiene la propiedad P y mediante {x | P(x) } se denota toda la clase de objetos que tienen la 
propiedad P. 

El simbolo " | se lee "tal que", por lo que la expresion "x | P(x)" se puede leer como 
"x tal que x tiene la propiedad P(x)", 6 bien 
"x tal que x cumple la propiedad P(x)" 

Relation de pertenencia. Si un objeto a es un elemento del conjunto A, se escribe 

a g A (6 Abo) 

Por el contrario, si un objeto a no es un elemento del conjunto A, escribimos 

a £ A (6 Ajfl) 

Ejemplos de conjuntos: a) el conjunto de los estudiantes de un grupo. 

b) el conjunto de todos los niimeros pares. 

c) el conjunto de todos los triangulos sobre el piano. 
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ion 1.1. (Principio de Extension). Dos conjuntos A y B son iguales si, y solo si, 
ambos tienen los mismos elementos, lo que se escribe 

A=B (6 B= A) 

que se lee "el conjunto A es igual al conjunto 6 simplemente, 'A es igual B". 

A = B significa que x e A implica x e B y que x e B implica x e A. 

Por el contrario, si dos conjuntos Ay B no son iguales, escribimos 

A±B (6 B ±A) 

De esta manera A ± B significa que A tiene algun elemento que no tiene B 6 que B tiene 
algun elemento que no tiene A. 

finicion 2.1. Si todo elemento de un conjunto A es tambien un elemento de un conjunto 
B, entonces se dice que A es un subconjunto (o una parte) del conjunto B, lo que se escribe 

AqB (6 BdA) 

Por el contrario, si el conjunto A contiene algun elemento que no esta contenido en el 
conjunto B, se dice que A no es un subconjunto del conjunto Z?, y se escribe 

A£B (6 B J A) 

Notese que A = B si y solo si, A c 5 y 5 c A, es decir, A = B <=> (AcByBcA) 

wnjunto Propio. Si A c Z? pero A 5, se dice que A es un subconjunto propio de 5, 
lo que se escribe como 

AcB (6 BdA) 

Por el contrario, si un objeto A no es un subconjunto propio del conjunto B, escribimos 

A <tB (6 B J A) 

. Para ilustrar de manera instructiva y sencilla las relaciones 
entre conjuntos, se utilizan los llamados Diagramas de Venn - Euler, conocidos simplemente como 
Diagramas de Venn, que representan un conjunto como el area de una figura geometrica, 
frecuentemente delimitada por un circulo. 




fig. 1 A c B 

finicion 3.1. Dos conjuntos Ay B son comparables si A es un subconjunto de B 6 B es un 
subconjunto de A, es decir, si A c B o B c A, en caso contrario, es decir, si A B y B {A, 
entonces Ay B son no comparables. 
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§ 2.1 SlMBOLOGfA 

Para simplificar la escritura, se utilizaran tambien los simbolos matematicos y logicos 
siguientes: 

1) El simbolo "-i", es llamado negacion, y la expresion "-<(x G A)" se puede leer como 
"a no pertenece al conjunto A", 6 bien "a no es un elemento de A" 

Sin embargo, en la matematica, la negacion de una proposicion se denota tachando el 
simbolo que la define, con una linea inclinada. Asi, por ejemplo, se escribe a i A en lugar de 
->(fl g A); A <£ 5 en lugar de ->(A c 5); A i= B en lugar de -> (A = /?), . . .etc. 

2) El simbolo "=>," es llamado implication, y la expresion "x G A =^> x g 5" se puede leer 

como 

"si a g A, entonces a g 5", 6 bien "a g A implica a g 5" 
Por ejemplo: la inclusion A c B significa que x g A =^> a gB. 

3) El simbolo "<^>", es llamado dtf&fe implication 6 simbolo de equivalencia, y la expresion 
"x g A x g 5" se puede leer como 

"a g A si, y solo si a g 6 bien "a g A es equivalente a a g Z?" 

Por ejemplo: la igualdad A = Z? significa que x g A x g B. 

4) El simbolo es llamado simbolo de notation 6 de asignacion, y la expresion 
"(x g A =^> a gB)- A c Z?" se puede leer como 

"si x g A implica x g 5", entonces esto "se denota" como A <zB. 

5) El simbolo "=", es llamado simbolo de igualdad por definition, y la expresion 
"A = B := (x g A <^> x g 5)" se puede leer como 

"A y B por definition son iguales si, x g A implica x <e B y x <e B implica x g A". 

6) El simbolo "a", es llamado conjuncion, y la expresion xgAaxg/Jsc puede leer como 

"aGAyaGB" 

7) El simbolo "v", es llamado disyuncion, y la expresion xgA v x g Z? se puede leer como 

"a g A oaeB" 

8) El simbolo "v", es llamado disyuncion excluyente, y la expresion xei vjteSse puede 
leer como 

"a g A 6 a gB, pero no a ambos" 
Tambien seran de mucha utilidad los simbolos cuantificadores V, 3 y 3! 
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9) El simbolo "V" es llamado cuantificador universal, y la expresion "Vx eA, P(x)" se 
puede leer como 

toda x g A, se cumple la propiedad P", 6 bien "para cualquierx e A cumple la propiedad P". 

10) El simbolo "3" es llamado cuantificador existential, y la expresion "3 x g A | -<P(x)" se 
puede leer como 

"existe alguna x g A tal que x no cumple la propiedad P", 6 bien 
"existe al menos una x g A que no cumple la propiedad P", 6 bien 
"existe por lo menos una x g A para la cual la propiedad P no se cumple". 

Como caso especial, el simbolo "3!" es llamado cuantificador existential con unicidad, y la 
expresion "3 ! x g A, P(x)" se puede leer como 

"existe una, y solo una (o existe una unica) x g A que tiene la propiedad P". 

La negation de los cuantificadores tiene la siguiente forma: 

-(V x g A, P(x)) ^ (3 x g A | -P(x)) 
-(3 x g A | P(x)) ^ (V x g A, -P(x)) 

6) El simbolo que se lee "por lo tanto", "entonces" "se deduce de lo anterior", que es 
parecido al simbolo =>. La diferencia entre ellos es que => es una deduccion de la expresion 
escrita inmediatamente antes de el, en cambio .*. es una deduccion de lo visto anteriormente. Por 
ejemplo: la expresion "A c B y B cA, :. A = se puede leer como 

"puesto que A cB y B cAy, por lo tanto A = B", 6 bien 
"como se demostro A cBy que B cA, entonces A = B". 

7) El simbolo "v" que se lee "porque", "puesto que", "ya que", "esto se justifica por.", 
sirve para mencionar que el resultado obtenido, escrito inmediatamente antes de el; es justificado 
por lo que se escribe inmediatamente despues de el, algunas de las veces dentro de parentesis. Por 
ejemplo: la expresion "A-B (vAcfiyfic A)", se puede leer como 

"A - B, puesto que AcfiyBc A", 6 bien "A - B, ya que se demostro que AcByBcA" 

Universal. Siempre que se aplica la teoria de conjuntos, conviene estudiar 
solamente aquellos conjuntos que son subconjuntos de un conjunto U dado, llamado conjunto 
universal o universo en discurso. En este caso se dice que A c U para cualquier conjunto A. 

. El conjunto vacw es un conjunto que carece de elementos. Se denota el 
conjunto vacio por 0. Notese que c A para cualquier conjunto A. 
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ntos. En lugar de conjunto de conjuntos, en 
matematica se utiliza el termino familia de conjuntos o sistema de conjuntos. 

. El conjunto potencia 2 A del conjunto A se define como la familia de todos 
los subconjuntos de A, es decir, 

2 A := {B | BcA } 
Ejemplo: Si A = {a, b, c} 9 entonces 

2 A := { 0,{a}, {6}, {c}, {a, ft}, {ft , c} 9 {a, c}, A } 



§ 3.1 Operaciones Fundamentales Sobre Conjuntos. 

. Se define la wradn A U B de dos conjuntos Ay B como el conjunto de los 
elementos que pertenecen a A 6 a 5, es decir, 

AU B--= {x \ x gAv x gB} 




fig. 3. A UU(lo rayado) 

Propiedades de la Union: 

1) Propiedad Asociativa. Para cualesquiera tres conjuntos A, Z? y C se tiene: 
A U (B U C) = (A U B) U C 

2) Propiedad Conmutativa. Para cualesquiera dos conjuntos A y B se tiene: 
AUB =BUA 

. Se define la interseccion A fl B de dos conjuntos AyB como el conjunto de 
los elementos que pertenecen tanto al conjunto A como al conjunto B, es decir, 

AHB:= {x \ x gA ax gB} 




fig. 4. AHB (lo rayado) 
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Propiedades de la Intersection: 

1) Propiedad Asociativa. Para cualesquiera tres conjuntos A, B y C se tiene: 

a n (b n c) = (Ans)nc 

2) Propiedad Conmutativa. Para cualesquiera dos conjuntos A y B se tiene: 
ADZ? = B HA 

Propiedades Distributivas: 

Para cualesquiera tres conjuntos A, Z? y C se tiene: 

A U (B n C) = (A U Z?) n (A U C) 

a n (b u c) = (A n u (A n q 

. Se define el complemento del conjunto A como el conjunto de los elementos 
que no pertenecen a A, es decir, 

A f := {x | x <£ A } 




fig. 5. A f (lo rayado) 

. Se define la diferencia de un conjunto A y un conjunto B (en ese orden) 
como el conjunto de los elementos que pertenecen al conjunto A y que no pertenecen al conjunto /?, 
es decir, 

A-B = {xgA I x^B) 




fig. 6. A-B (lo rayado) 

. Se define la diferencia simetrica de dos conjuntos Ay B como el conjunto 
de los elementos que pertenecen 6 al conjunto A 6 al conjunto Z?, pero no a ambos, es decir, 

AaZ?:={x I (xgAax^)v(x^AaxgS)} 

De esta manera se puede escribir: A AB {x IxeAvxeZ?} 
14 chimpintrin@gmail.com 
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De la definition de diferencia simetrica se sigue directamente que 

AaB = (A-B)U(B-A) 




fig. 7. A A B (lo rayado) 
10.1. Se define la pareja ordenada («, b) de dos elementos a y b como el 

conjunto 

(a,b) := {{«}, 

De la defmicion de pareja ordenada se sigue directamente que 

(a, b) = (c, d) <^> (a = c a b = d) 

finicidn 11.1. Se define el producto cartesiano A x B de dos conjuntos A y B como el 

conjunto 

A xB:= { (a,b) | aeA a b gB } 
De la defmicion de producto cartesiano se sigue directamente que 

AxB=BxA^A=B 
En este caso se puede escribir A 2 en lugar de A x A. 

Diferentes afirmaciones en matematica: como lema, teorema, corolario, etc., tienen la forma 
A => B, donde A se llama "hipotesis", "condition suficiente"; y B se llama "tesis", "condicion 
necesaria". Se escribira A =^> T =^> B, en lugar de (A => T) a (T =^> B). La demostracion de una 
afirmacion cualquiera (como un lema, un teorema, un corolario, etc.) consiste en la construction de 
una cadena de afirmaciones de la forma A => T\ => T2 => • • • => T n => B, donde A puede ser un 
axioma, un postulado, un teorema, lema 6 corolario demostrado previamente, T\ es una afirmacion 
que se deduce inmediatamente de A, y en general, T t se deduce inmediatamente de TVi, de la cual se 
deduce inmediatamente B. En las demostraciones vamos a utilizar las clasica forma de hacer 
conclusiones, como en la logica matematica: si A es verdadero y A => B, entonces B tambien es 
verdadero. En las demostraciones por reduction al absurdo (o contradiction) vamos a utilizar la 
forma clasica: si A es verdadero y suponiendo que B es falso, se demuestra que entonces A tambien 
es falso, entonces A => B. Se utilizara tambien, en este caso, el principio del tercer excluido, en el 
cual, la afirmacion A v ^A es verdadera, independientemente de si A lo es 6 no. 
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§ 4.1 AXIOMATICA DE LA TEORf A DE CONJUNTOS. 

En un desarrollo axiomatico de alguna de las ramas de la matematica, se comienza por: 

1) terminos no definidos (por ejemplo, conjunto y elemento). 

2) relaciones no indefinidas (por ejemplo, pertenencia de un elemento a un conjunto). 

3) axiomas que relacionan los terminos no definidos y las relaciones no definidas terminos 
indefinidos (por ejemplo, axioma de extension, axioma de especificacion, axioma de 
union, axioma de pareja,. . . , etc.) 

Supongamos que P(x) es un enunciado (una proposicion) de una variable, la cual, para un 
objeto a gU puede ser verdadera (lo que escribimos como P(a)=l) 6 falsa (lo que escribimos como 
P(a)=0). Entonces P(x) genera un conjunto A := { x gU | P(x)=l}. 

Si la proposicion P(a) es verdadera, es decir, si P(a)=l, entonces decimos que a tiene la 
propiedad P y escribimos P(a) en lugar de P(a)=l. Si por el contrario, la proposicion P(a) es falsa, 
es decir, si P(a)=0, entonces decimos que a no tiene la propiedad P y escribimos -<P(«) en lugar de 
P(a)=0. 

Si el conjunto U es el conjunto universal en discurso, escribiremos { x | P(x) } en lugar de 
{xgU I P(x)}. 

Axioma de extension. Dos conjuntos Ay B son iguales si, y solo si, todo elemento de A es 
un elemento de B y todo elemento de B es un elemento de A, es decir, 

A = B ((xeA=>xe/?)A(xeZ?=>xe A)) 

Axioma de especificacion. Sea P(x) una proposicion y sea A un conjunto. Entonces existe 
un conjunto 

B := {XGA I P(X)=1} 

El axioma de extension nos muestra que solo interesa la propiedad del conjunto, de contener 
ciertos elementos dados. El axioma de especificacion nos muestra que si A en un conjunto y P(x) es 
una propiedad, entonces B { x e A | P(x)= 1 } tambien es un conjunto. 

Ejemplo 1. Del axioma de especificacion se sigue que en cualquier conjunto A existe un 
subconjunto vacio 0a : ={xeA |x^x},y tomando en cuenta el axioma de extension concluimos 
que para conjuntos cualesquiera A y B, se tiene 0a=0b, es decir, que el conjunto vacio es unico y 
se denota simplemente por 0. 

Ejemplo 2. Del axioma de especificacion se deduce que si A y son conjuntos, entonces que 
A - B := {x g A | x £ B } tambien es un conjunto. En particular, si A c I/, entonces se tiene que 
A f :={xe£/ | x^A} = {x | x^A} tambien es un conjunto. 

Axioma de union. Para cualquier familia {A a } ae i de conjuntos, existe un conjunto jUj A a , 
formado por aquellos elementos que pertenecen al menos a uno de los conjuntos de la familia 

ae I- 

i^i : = { x | x g A a para algun ae I } 
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Los axiomas de union y especificacion nos permiten defmir la interseccion de los 
conjuntos de la familia {A a } aG i, como el conjunto 

Qi A a : = {xeJUjAa I A a e{A a } ae i =^> x e A a } = { x e Uj A a | x e A a para todo ae I } 

Axioma de pareja. Para dos conjuntos Ay B cualesquiera, existe un conjunto C tal que A y 
B son sus unicos elementos. El conjunto C •>= { A, B } (par, no ordenado) esta formado de un solo 
elemento, si A = B. Entonces la pareja ordenada se puede defmir como sigue: 

(A,Z?) :={{A,A},{A,fi}} 

Asi, el concepto de par no ordenado permite defmir el concepto de par ordenado, que a su 
vez permite introducir el conjunto producto, si se utiliza el axioma de especificacion junto con el 
axioma siguiente: 

Axioma de conjunto potencia. Para un conjunto A cualquiera, existe una familia 2*, 
formada por aquellos, y solo aquellos, conjuntos que son subconjuntos de A. 

2 A := {B | BqA } 

Se tiene entonces: 

A x B := { (a, ft) e 2 2 " U2 * | a e A a 6 e 5 } 
Axioma de conjunto infinito. Existen los conjuntos inductivos. 

Esto nos permite formar un sistema del conjunto BNo (modelo de Newman), como la 
interseccion de todos los conjuntos inductivos. 

El conjunto I* ;=IU { X }, se llama siguiente del conjunto X. 

Un conjunto se llama inductivo, si contiene al conjunto vacio y al siguiente de cada uno de 
sus elementos. 

0, 0*:=0U {0},0**:=0*U {0*}, ... 

Los elementos == 0, 0* == 1, 0** =: 2, 0*** =: 3, . . . ; son llamados numeros cardinales. 

Axioma de sustitucion. Sea P(x, y) un enunciado formal de dos variables, tal que para 
cualquier a e A, existe un unico elemento b g B para los cuales P(a, b) es verdadera, es decir, 
P(a, ft) = 1. Entonces los objetos ft e 5, para cada uno de los cuales existe un elemento a e A, con 
los cuales P(«, ft) = 1, forman un conjunto. 

Estos siete primeros axiomas componen la axiomatica de la teoria de conjuntos, conocida 
como la axiomatica de Zermelo - Fraenkel. 

Axioma de eleccion. Para cualquier familia {A a } ae i de conjuntos A a no vacios 
(A a ^0 V ae I), existe un conjunto E cuya interseccion E fl A a con cada uno de los conjuntos A a , 
esta formada por un unico elemento. 

En el presente trabajo no se pretende obtener una teoria axiomatica de conjuntos por lo cual 
solamente mencionaremos algunas de las propiedades fundamentales de los conjuntos, sin embargo, 
la tabla que sigue nos proporciona una serie de leyes de las cuales se puede deducir la mayoria de las 
propiedades fundamentales de los conjuntos y sus operaciones. 
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§ 5.1 Propiedades de las operaciones fundamentales con conjuntos 
Leyes de Idempotencia 

AUA =A AHA =A 

Leyes Asociativas 

au(buc) = (aub)uc An(Bnc) = (AnB)nc 

Leyes Conmutativas 

AUB=BUA A HB = BHA 

Leyes Distributivas 

AU(BnC) = (AUB)n(AUC) AH (£UC) = (A n#)U (ARC) 

Leyes de Identidad 

AU0 =A; AUU =U AD0 = 0; AHU = A 

Leyes de Complemento 

AUA f = U; (AJ = A AHA' = 0; U = 0; f = U 

Leyes de De Morgan 

Leyes <fe Diferencia 

A-B =(AC\B') AaB =(A-B)\J(B-A) 

La relacion A cBse puede definir como: 

AcB <=> Af\B = A, 6 bien como AcB« AUB = B. 

Las proposiciones que a continuation se dan pueden deducirse de las propiedades enteriores 
y sus demostraciones se dejan como ejercicio para el lector. 

La relacion de contention c tiene las siguientes propiedades para conjuntos A, B y C 
cualesquera, se tiene: 

1) AcB. 

2) AcByBcA ^ A =B. 

3) SiAcByicC, entonces A c C. 

Para conjuntos A, B, C y D cualesquera, se tiene: 

1) AC\BqAcA[JB. 

2) AcCyBcC^ AUBcC. 

3) Si A cCyBcD, entonces A C\B cC HDy AU B cCUD. 
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Para conjuntos A, B cualesquera, se tiene: 

1) A-B = <=> AqB. 

2) AC\ B = A-(A-B). 

Para conjuntos A, B cualesquera y si A U B c X, se tiene: 

1) A-B=Afl(I-B). 

2) AH(Z-A) = 0, AU(I-A) = I 

3) X-(X-A)=A. 

4) X-0 = X, X X =0. 

5) 4cB <=> X-Zf c X-A. 

6) X-(AUfi) = (I-A)n(I-B). 

7) X-(Anfi) = (I-A)U(I-B). 

Para cualesquiera dos conjuntos A, B y C se tiene: 

1) Aa0=A. 

2) AaA = 0. 

3) AaB = BaA. 

4) An(Z?AC) = (AflB)A(AnC). 

5) AaS=AaC B = C. 

6) A aB= C B=AaC. 

7) A A (A AC)= C. 

Las operaciones de union A U Z? y diferencia A - Z? se pueden expresar mediante las 
operaciones de diferencia simetrica A A B e interseccion A fl Z?, de la suguiente manera: 

AUB=AABA(AflB). 
A-B=AA(AflB). 

Las operaciones de diferencia simetrica A A B e interseccion A fl B se pueden expresar 
mediante las operaciones de union A U B y diferencia A -5, de la suguiente manera: 

AaB = (A-S)U(B-A). 

A f)B = (A UZ?)-[(A-Z?)U (B-A)] 

Las operaciones de union A U Z?, diferencia A - 5 y diferencia simetrica A A B se pueden 
expresar mediante las operaciones de interseccion A Pi B y complemento A', de la suguiente manera: 

A D B = (A' C\ B' )' 
A-B =A Cl B'. 

a ab = [(A n B' y n(A'nfi)']' 

Lema Z. Para cualesquiera dos conjuntos A, Z? y C se tiene: 



1) A A Z? = (A fl 2?' ) U (A' n Z? ) 

2) A A 1? = (A U B ) fl (A' U B' ) 



3) 
4) 



(A A ZJ)' = (A B ) U (A' fl ZJ' ) 
(A A B)' = (A U Z?' ) n (A' U Z? ). 
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. A aB =(A-B)U(B-A) 

= (A n & ) u (A f n b ) 



definition de diferencia simetrica. 
definition de diferencia. 



Esto demuestra 1). 
A A B = (A n & ) U (A f n B ) 

= [A u (A f n 5 )] n [# f u (A f n b )]. 

= [(A U A f ) n (A U B )] n UA')n(B'UB)] 

= [£/n(AU£)]n[(fl f UA f )n£/] 

= (AUB)n(A'UB' ). Esto demuestra 2). 



igualdad 1) 
propiedad distributiva 
propiedad distributiva 
propiedad de complemento 
propiedad de identidad 



Las demostraciones de 3) y 4) se realizan utilizando 1) y 2) y las leyes de De Morgan. ■ 

Teorema 1.1. La diferencia simetrica de conjuntos es asociativa, es decir, para cualesquiera 
tres conjuntos A, B y C, se tiene 



Aa(BaC) = (AaB)aC 



A A (B AC) = 

= [A U (B A C )] n [A f U (B A Cy ] igualdad 2) del lema. 

= {A U [(B U C ) n (B' U C )]} n {A f U [(U U C ) n (fl f U C )]} igualdades 2) y 4) del lema. 
= [A U (B U C )] n [A U (fl f U C f )] n [A f U (B U C )] n [A f U ( fl ? U C )] propiedad distributiva. 
= [A U (5 U C )] n [A f U ( B } U C )] [A U (fl f U C )] n [A f U(BUC )] propiedad conmutativa. 
= [(AUB)UC]n[(A , UB , )UC]n[(AUB , )UC , ]n[(A , Ufi)UC] propiedad asociativa. 
= {[(A U B ) fl (A' U B' )] U C } {[(A f UB)n(AUB' )]UC'} propiedad distributiva. 
= [(A A B ) U C )] n [(A A 5 ) f U C ] igualdades 2) y 4) del lema. 

= (A A Z? ) A C. igualdad 2) del lema.H 

Ejemplos: 

1) Sea A el conjunto de los numeros impares que no sean divisibles por tres. 

2) Sea B el conjunto de los numeros pares. 

3) Sea C el conjunto de los numeros enteros divisibles por tres. 
Entonces A fl C consiste en todos los enteros divisibles por seis. 

4) Sea A n el conjunto de los numeros racionales cuyo valor absolute es menor que ~ , 
donde n es un numero natural. 

oo 

Entonces la interseccion Q A n consiste en un solo numero 0. 

n=l 

5) Sea A n el conjunto de los numeros racionales positivos menores que ~ . 

oo 

Entonces la interseccion Q A n es vacia. 
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§ 6.1 Relaciones Binarias 

Relaciones Binarias 

Un enunciado formal sobre el conjunto producto A x B, es una proposition P(x, y) 9 la cual 
para un par ordenado (a, b) e A x B puede ser verdadera (lo que escribimos como P(«, b)=l) o falsa 
(lo que escribimos como P(«, b)=0). 

Una relation binaria consiste en: 

1) un conjunto A 

2) un conjunto B 

3) un enunciado formal P(x, y), el cual es verdadero o falso para cada par (xj)eAxB 

<R.= {(x,y)GAxB | P(x,j)=l} 

Si la proposition P(x, y) es verdadera para el par (a, ft)eAxB, se escribe 

(a, b) e % o simplemente a % b 

Si, por el contrario, la proposition P(x, y) no es verdadera para (a, b) gA x B, se escribe 

(a, b) £%,o simplemente a %b 

. Una relation binaria % sobre el producto A x B es un subconjunto de 
A x 5, es decir, f^cAxB. 

Relation inversa. La inversa K l de la relation ft c A x Z? es una relation sobre el producto 
B xA que se define como 

ft" 1 :={(y,x)GBxA | (x,j)eft}. 

e Relaciones. Sean fti c A x 5 y ft 2 c Z? x C, dos relaciones entonces la 
composition %i o fti sobre el producto AxC & /as relaciones fti y % se define de la siguiente 
manera: 

{(x,z)eAxC I (x,j)efti A(y,z)e^ft 2 paraalgunj gB} 
Recta vertical. Se llama recta vertical que pasa por el elemento a e A a la relation 

{a}xl!cAxl! 

lontal. Se llama recta horizontal que pasa por el elemento ft e 5 a la relation 

Ax{i}cAxB 

. La c/ase derecha afR de « e A respecto a la relation f^cA xB, se define 

como el conjunto 

afR^{y^B \ (a,j)eft}. 
. Sea ft c A x Z? una relation binaria. La clase izquierda Rb de b e 5 se 

define como el conjunto 

ft&:= {xeA I (X, ft) eft}. 
chimpintrin@hotmail.com 2 1 
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§ 7.1 Mapeos. Mapeos inyectivos, sobreyectivos y biyectivos. 

. Una relation binaria / c A x B sobre el producto A x B es un mapeo (6 
una aplicacion) de A a /?, si 

VagA 3\bGB \ (a,b)Gf 

Si /cAxB, esun mapeo, entonces se denota este como 

f.A^B 6 como A^B 

Ademas, se escribe b = f(a) en lugar de (a, b) e /, y se dice que b e Z? es la imagen de 
a g A bajo el mapeo /. 

Observese que una relation / c A x B es un mapeo si, y solo si toda recta vertical 
{a} x B intersecta con / en un unico elemento, es decir 

VaeA,3! (a ,6) e /n {{a} xB). 

Dos mapeos /i: A\ — > Z?i y /2: A2 — » #2 son iguales, si A\ = A2 y /i(x) = /2OO Va e Ai. 
Esto implica que f(A\) QB\ Pi Z?2- 

. La imagen de un mapeo f.A^B se define como el conjunto 

/(A) := {y g B \ y = f(x) para algiin x e A } . 

. Sea /: A — > B un mapeo. Si D c A, entonces como /|# se 
denota el mapeo g\D^>B, que coincide con / en D, es decir, /\d(x) = f(x) V a e D. El mapeo /]# 
es llamado restriction del mapeo / al conjunto D c A, y el mapeo /: A — > Z? con relation al mapeo 
g = f\ D :D^Bes llamado prolongation del mapeo g al conjunto A. 

apeo identidad. El mapeo identidad o mapeo unidad I a' A — > A se define como el mapeo 
que asigna a cada elemento el mismo, es decir, 

/(a) := a V a e A 

wnstante. Un mapeo constante k: A — > 5 se define como un mapeo cuya imagen 
consta de un unico elemento, es decir, 

/(«) = k gB VagA 

wnjuntc . La imagen de un subconjunto C c A bajo el mapeo /: A — > Z? es el 
conjunto de los elementos de Z?, que son imagenes de los elementos del conjunto C, es decir, 

/(C):={jgZ? b =/(*) Y 

. La preimagen de un elemento b e 5 bajo el mapeo /: A^B es 
el conjunto de los elementos de A que tienen al elemento b por imagen, es decir, 

f X (b):-{ X& A I f( X ) = b }. 
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Preimagen de un conjunto. La preimagen de un subconjunto D c B bajo el mapeo /: A -^B 
es el conjunto de los elementos de A, cuyas imagenes se encuentran en el conjunto D, es decir, 

f\Q:={xeA | f(x)GD}. 

. La pequeha imagen de un subconjunto C c A bajo el mapeo /: A — > 5 es 
el conjunto de los elementos j e 5, cuya preimagen esta contenida C, es decir, 

f(Q:={yeB \ f x (y)QC}. 
Se puede comprobar facilmente que f{C) = B - f(A - C). 

De la definition de pequena imagen se sigue que los elementos que tienen una preimagen 
vacia pertenecen a la pequena imagen de cualquier subconjunto C c A. 

. Un mapeo f.A^B es inyectivo (lo que se denota como /: A /?, si 

a±b => f(a)±f(b) 




fig. 8 Mapeo inyectivo 

Observese que un mapeo /: A — > Z? es inyectivo si, y solo si, ninguna recta horizontal 
A x {b} intersecta con / en mas de un elemento, es decir 

(fll, 6), (fl 2 , b) G / (A X {ft}) => (fl h ft) = (fl 2 , ft). 

?cftV . Un mapeo /: A — » 5 es sobreyectivo (lo que se denota como 

/: A h> 5 ), si 

VfteB 3«eA | * = f{a) 
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fig. 9 Mapeo sobreyectivo 

Observese que un mapeo / c A — > B es sobreyectivo si, y solo si, toda recta horizontal 
A x {b} intersecta con /, es decir, 

Vkl!,(Ax {b})H /*0. 
Consecuentemente f(C) C f(C) si / es un mapeo sobreyectivo. 

. Un mapeo /: A — > B es biyectivo (lo que se denota como /: A ^ 5 ), si 

1) / es inyectivo. 

2) / es sobreyectivo. 




fig. 10 Mapeo biyectivo 

Observese que un mapeo /: A — > B es biyectivo si, y solo si, toda recta horizontal {a} x B 
intersecta con / en un unico elemento, es decir, 

Vk53!(a,i)G(Ax {b}) n / 

9 inverse. Si un mapeo /: A — > Z? es biyectivo, es decir, si /: A ^ 5, entonces para 
cada elemento b <=B existe un unico elemento agA para el que f(a) = b, es decir, 

VAe5 3! agA I /(a) = ft 
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lo que define un mapeo f l :B —>A por la igualdad f l (b) 
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== a, llamado mapeo inverso de /. 



testo. La composition de los mapeos f: A — > B y g: B — > C es un mapeo 
go /: A — > C, llamado mapeo compuesto, que se define de la siguiente manera: 

(W)(«) ==£(/(«)) VaeA 




fig. 1 1 Composition de mapeos 



Para cualquier mapeo f: A —> B 9 se tiene /ol A = / y l B of = /.En general, la composicion 
de mapeos no es conmutativa, es decir, g o / ^ / o g , por ejemplo, si g,/: BN — > BN son mapeos 
defmidos como /(n) = 3n + 2 y g(n) = n + 3 respectivamente, se tiene entonces (go /)(n) = 3n + 5 ^ 
^3n+ll=(/og)( n ) 

2. La composicion de mapeos es asociativa, es decir, sean /: A — > 5, g: 5 — > C y 
/z: C — > D. Entonces 

^(? /) = (^ ?) / 
. Para cualquier x e A, se tiene 
(ho ( g o f))(x) = h o ( g (f(x)) = h(g(f(x))) = h((g o /)(*)) = ((h o g) o f)(x). m 

. La composicion de mapeos inyectivos es un mapeos inyectivo y La composicion de 
mapeos sobreyectivos es un mapeo sobreyectivo. 

. Sean /: A z£ B, y g: B z£ C dos mapeos inyectivos. Entonces, para el 
mapeo compuesto go f\ A — > C, si a, b e A, se tiene, 

Como / es inyectivo, a ^ b implica, f(a) & /(#), y como g es inyectivo f(a) ^ f(b) implica, 
8 ° /(«) =#(/(«)) * §UQ>)) = go f(p), esto es, g o /: A z£ C es un mapeo inyectivo. 

Sean ahora /: A H B, y g: B B C dos mapeos sobreyectivos. Como / es sobreyectivo, 
/(A) = B, y como g es sobreyectivo, g(Z?) = C, por lo que implica, go/(A) = g(/(A)) = g(B) = C, esto 
es, g o /: A C es un mapeo sobreyectivo. ■ 
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Lema 4. Si g o / = 1 A? entonces g es un mapeo sobreyectivo y / es un mapeo inyectivo. 

. Como A = Ia(A) = (g o /)(A) = g(/(A)) c g(B), entonces g es sobreyectivo. 

Sean a\ , «2 e A con ai ^ a 2 - Entonces U(«i) ^ U(^2) por lo que (g o /)(«i) ^(jo /)(«2), 
esto es g(f(a\)) ^ g(/(#2)) y, por lo tanto /(tf 1) ^ /(#2), lo que significa que / es inyectivo. ■ 

Teorema 4.1. Sea /: A ^± Z? un mapeo biyectivo, es decir, el mapeo inverso f l existe. 
Entonces 

f'of =1 A y /of 1 

. Sean /: A — > Z? y g: B — > A. Del lema anterior se tiene que si g o / = l A y 
/og = 1#, entonces fyg son biyectivos, lo que demuestra que y = f(x) x = g(y), esto es, 

8 =/-'•■ 

x/on. Sea {A a } ae i una familia de subconjuntos no vacios (A a ^0 Vote I). Un 
mapeo /:{A a } ae i — » jJ A a , en el cual /(A a ) e A a Vael, se llama mapeo de eleccion. 

Axioma de eleccion. Para toda familia {A a } ae i de conjuntos A a no vacios (A a ^0 V ae I), 
existe un mapeo de eleccion. 

Sea A x B el producto de A = R y B = R. 

La recta horizontal Ox == { (x, 0) | (x, 0)eAxB}es llamada eje de coordenadas abscisas 
(o simplemente eje de las absisas) o eje horizontal. 

La recta vertical Oy ■= { (0, y) | (0, y) e A x B } es llamada eje de coordenadas ordenadas (o 
simplemente eje de las ordenadas) o eje vertical. 

La intersection Ox fl Oy de los ejes coordenados Ox y Oy consta de un unico punto (0, 0) 
llamado origen de coordenadas y se denota como Oxy. 

Funcior . Un mapeo que tiene por codominio a un conjunto de numeros se llama funcion. 

:aracteristica. La funcion caracteristica %a de un conjunto A, es un mapeo 
%a' A — > {0,1} que se define por la siguiente igualdad 



7U(x) : = 



1; sixeA 
0; six^A 



Como C(X) se denota la familia de todas las funciones caracteristicas de los subconjuntos de 
X, es decir, 

C(Z):= {Xa I AcX} 
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:as. Una funcion /: A — » B c R, en donde A c R, se llama periodico, con 

periodo /; e R, si 

f(a+p) = f(a)Va eA 
Funciones pares. Una funcion f.A^B, en donde A c R, se llama par, si 

f(rd) = f(a)VaeA 
La grafica de una funcion par es simetrica con respecto al eje vertical Oy. 
Funciones impares. Una funcion /: A ^ /?, en donde A c R, impar, si 

f(-a) = -f(a)\/aeA 

La grafica de una funcion par es simetrica con respecto al origen de coordenadas Oxy. 

tes. Sean /, g: 1? ^ C c R dos funciones que tienen el mismo dominio de 
defmicion. Entonces sus funciones suma, vesta, producto y cociente se defmen 
correspondientemente por: 

if + g)( X ) := f(x) + g( X ) 
(f-g)(x):=f(x)-g( X ) 

(fg)(x) == f(x) gix) 

g := ' si ^ * pam x eB 

Ademas, si h: A — » Z? c R, entonces 

((/ ± g) o /,)(*) = (/ ± g)(fc(jc)) = fihix)) ± gihix)) = if o h\x) ± (g o h\x) 
Hfg) o h)ix) = ifg)iKx)) = fihix)) gihix)) = if o h)ix) (g o h)ix) 

i)oh}x)= (*) ihix)) = ^ = si g(x) * para, e if. 

1) Sea Z + el conjunto de los numero enteros positivos y Z~ el conjunto de los numeros 
enteros negativos. 

Entonces existe una "correspondencia biunivoca" entre el conjunto Z + y el conjunto Z~, es 
decir, se puede defmir una funcion biyectiva /: Z + — » Z~ de la forma /(z) : = -z . 

2) Sea BN el conjunto de los numero naturales, es decir, el conjunto Z + de los numeros 
enteros positivos y sea 2BN el conjunto de los numero negativos pares. 

Entonces existe una "correspondencia biunivoca" entre el conjunto BN y el conjunto 2BN, es 
decir, se puede defmir una funcion biyectiva /: BN — > 2BN de la forma f(n) := In. 

chimpintrin@hotmail . com 2 7 



INTRODUCTION AL AANALISIS MATEMATICO GUSTAVO VILLALOBOS HERNANDEZ 

§ 8.1 Operaciones Binarias: Operaciones Asociativas y Conmutativas. 

finicidn 14.1. Una operation binaria en un conjunto A es un mapeo del producto 
cartesiano A xAenA, es decir, 

*:AxA -> A. 
(a, b) b)-a*b 

>a. La operacion binaria *:AxA^A es asociativa si V a, b, c e A, 
ft), c)) - c)) es decir, (a * b) * c = a * (b * c) 

leracion conmutativa. La operacion binaria *:AxA^Aes conmutativa si V a, 6 e A 

ft) = a) es decir, a*b - b * a 

row distributiva. La operacion binaria •: A x A — > A es distributiva con respecto a la 
operacion binaria asociativa *:AxA^A si V a, 6, c e A, 

•(a, c)) - *(•(«, b), •(«, c)) es decir, a • (b * c) = (a • b) * (a • c) 

Elemento neutro. Sea *: A x A — > A un operacion binaria. Un elemento e e A se llama 
elemento neutro para la operacion *:AxA^A si V a e A 

a) = e) = a, es decir, e * a = a * e = a. 

Teorema 5.1. Si una operacion binaria tiene elemento neutro, este es unico. 

. Sean eye' e A dos elementos neutros de la operacion * : A x A — > A. Se 

tiene entonces 

e = e } ) - *{e\ e) - e\ ■ 

Elemento inverso. Sea *:AxA^A un operacion binaria que tiene elemento neutro e e A. 
El inverso del elemento aeAesun elemento a" 1 e A tal que 

*(a _1 , «) - a" 1 ) - e, es decir, a 1 * a = a * a" 1 = e. 

Teorema 6.1. En una operacion binaria asociativa, si el inverso de un elemento existe, 
entonces es unico. 

. Sean xyx'eA dos elementos inversos del elemento agA bajo la operacion 
*:A xA^A. Se tiene entonces *(a , x) = e e A, ademas 

x = *(x, e) = *(x, *(a, x f )) - *(*(x, a), x ? ) - x ? ) - x ? . ■ 



28 



chimpintrin@gmail.com 



GUSTAVO VILLALOBOS HERNANDEZ INTRODUCTION AL ANALISIS MATEMATICO 

§ 9.1 Relaciones Binarias Entre Elemetos DE UN Conjunto. 

Tipos de relaciones binarias definidas sobre un conjunto A: 

La diagonal Aa sobre el producto AxAes una relacion AacAxA defmida como 
A A == { (x,x) e A x A \x<=A} = {(x,y)<=AxA \ x =y }. 
Observese que la diagonal es el mapeo identidad, es decir U = Aa. 

1) Relacion reflexiva. Una relacion KcAxAes reflexiva si 

V a g A (a, a) g 7? 

2) Relacion simetrica. Una relacion KcAxAes simetrica si 

(a, Z>) g ft =^ (M) e ft 

3) Relacion transitiva. Una relacion ft c A x A es trans itiva si 

{a,b)^n a (ft,c)ef? =^ (a,c)Gft 

4) Relacion antisimetrica. Una relacion KcAxAes antisimetrica si 

(a,b)^<R a {b,a)^n =^ a = b 

5) Relacion asimetrica. Una relacion KcAxAes asimetrica si 

(a, ft) g ft =^ (M) £ ft 

De las defmiciones se deduce lo siguiente: Una relacion ft c A x A es 

reflexiva si y solo si Aa c ft 

simetrica si y solo si ft = ft" 1 

transitiva si y solo si ft o ft c ft 

antisimetrica si y solo si ft Pi ft" 1 c A 
asimetrica si y solo si ft D ft" 1 = 

Relacion de preorden. Una relacion ft c A x A es una relacion de preorden, si 

ft es reflexiva, ft es transitiva. 

iquivalencia. Una relacion ft c A x A es una relacion de equivalencia (misma 
que se denota como ~), si 

ft es reflexiva, ft es simetrica, ft es transitiva. 
mrcial. Una relacion ft c A x A es una relacion de orden parcial (misma 

que se denota como <), si 

ft es reflexiva, ft es antisimetrica, ft es transitiva. 

orden estricto. Una relacion ft c A x A es una relacion de orden estricto 
(misma que se denota como <), si 

ft es asimetrica, ft es transitiva. 
chimpintrin@hotmail . com 2 9 
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Relaciones de Equivalencia. 



Si % c A x A es una relacion de equivalencia sobre un conjunto A, es decir, una relacion 
binaria que es reflexiva, simetrica y transitiva, se denota esta como ~ c A x A. En este caso, en 
lugar de (fl, 6) e se escribe a ~ by se dice que a es equivalente a 6. 

Partition de un conjunto. Se dice que una familia {A a } ae i de subconjuntos no vacios A a de 
A, forma una partition de A si 

1) JgUa = A 

2) A a n Ap = 0, si a * p. 

es decir, si A es la union disjunta de los elementos de la familia {A a } ae i, lo que denotaremos 
simplemente como A = jJj A a . 

. El conjunto [a] := { x e A | x - a }, se llama la clase de 
equivalencia del elemento a e A, bajo la relacion de equivalencia - c A x A. 

Notese que en una relacion de equivalencia, las clases derecha e izquierda coinciden, es 
decir V x e A, [fl] = aH - %ol. 

. El conjunto A/- de las clases [a] de equivalencia de los elementos 
a e A, se llama conjunto cociente de A defmido por la relacion de equivalencia ~ c A x A. 

Teorema 2.1. Sea - c A x A una relacion de equivalencia sobre un conjunto A. Entonces la 
familia A/- = {[fl]}«e4 de todas las clase de equivalencia [a] de los elementos del conjunto A, forma 
una particion de A. 

. Puesto que VagA, por la propiedad reflexiva de la relacion de equivalencia, 
se tiene a ~ a , es decir a g [fl], lo que significa que JJ^ [a] = A. Falta demostrar que 

[a] n [ft] * => [a] = [ft]. 

Observese primero que, si x e ([a] fl [ft] ) ^ 0, entonces x e [a], lo que significa que x ~ a; 
y x g [ft], lo que significa que x ~ ft. Por la propiedad simetrica de ~, se tiene que ft ~ x; y por la 
propiedad transitiva de ~, se tiene que ft - a; esto es ft e [a]. Ademas, por la propiedad simetrica de 
la relacion ~, se tiene que a ~ ft; esto es a e [ft]. 

Si x g [a], entonces, x - a. Como [a] fl [ft] ^ 0, entonces a - ft, por lo que, por la propiedad 
transitiva de ~, se tiene que x - ft; lo que significa que x g [ft]. Es decir, 

x g [a] => x g [ft], esto es, [a] c: [ft]. 

Analogamente, si x g [ft], entonces, x - ft. Como [a] fl [ft] ^ 0, entonces ft ~ a, por lo que, 
por la propiedad transitiva de ~, se tiene que x ~ a; lo que significa que x e [fl]. Es decir, 

x g [ft] => x g [fl], esto es, [ft] c [fl]. 

Por lo tanto, se tiene [a] = [ft]. ■ 
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Teorema 3.1 (inverso del teorema 2). Sea {A a } ae i una particion del conjunto A. Entonces 
{A a } ae i define una relacion de equivalencia en A. 

. Sea {A a } ae i una particion del conjunto A, es decir, A = jUj A a ; donde 
A a * V a g I y A a PI Ap = 0, si a * p. 

Sea ^ c A x A la relacion definida por el enunciado 

P(x, y) := "x esta en el mismo conjunto de {A a } ae i que j", 

es decir, <R = {(x, y) G A x A | x,j e A a para algiinA a g {A a } ae i }. 

Entonces KcAxAes una relacion de equivalencia en A, es decir, 

x<Ry <=> 3A a G{A a } a6 i | x,j G A a . 

V a g A = jUj A a , entonces 3 A a g {A a } ae i | a e A a , por lo que a Ha. Esto significa que 
la relacion KcAxAes una relacion reflexiva. 

Si a % b, entonces 3A a e {A a } ae \\ a,b g A a , esto es, b, a g A a , por lo que b Ha. Esto 
significa que la relacion KcAxAes una relacion simetrica. 

Si a % b y b He, entonces 3 A a g {A a } ae i I a, 6 g A a y 3 A p g {A a } ae i | 6, c g A p . 

Puesto que b g A a Pl Ap ^ 0, entonces a = P y, por lo tanto, a, c g A a . Esto significa que la 
relacion KcAxAes una relacion transitiva. ■ 
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§ 10.1 Relaciones de Orden. Conjuntos Ordenados. 



Si ft c A x A es una relacion de orden parcial sobre un conjunto A, es decir, una relacion 
binaria que es reflexiva, antisimetrica y transitiva, se denota esta como ^cAxA.En este caso, en 
lugar de {a, b) e ft, se escribe a < b y se dice que a es anterior (o inferior) ab y que ft es posterior 
(o superior) a a. 

Sift 1 cA xA es la inversa de la relacion de orden parcial < c A X A en A, se escribe a >; # 
en lugar de («, ft) e ft 1 , Se tiene entonces 

a >b 6 ^« 

. Un conjunto A con un orden parcial < c A x A se llama 
conjunto parcialmente ordenado y se denota como (A, ;< ), para indicar que esta ordenado por la 
relacion binaria <cA x A, y el conjunto A con el orden inverso >cAxAde^cAxA(es decir, 
=: >) se denota entonces como (A, >). 

Si ft c A x A es una relacion de orden estricto sobre un conjunto A, es decir, una relacion 
binaria que es asimetrica y transitiva, se denota esta como < c A x A. En este caso, en lugar de 
(a, ft) e 7?, se escribe a < b y se dice que a es estrictamente anterior (o estrictamente inferior) aby 
que ft es posterior estrictamente (o estrictamente superior) a a. 

Si ft 1 c A x A la inversa de la relacion de orden estricto < c A X A, se escribe a >- ft en 
lugar de («, b) e ft " 1 . Se tiene entonces 

a >6 <^> 6 <a 

. Un conjunto A con un orden estricto ■< c A x A se llama 
conjunto estrictamente ordenado y se denota como (A, -< ), para indicar que esta ordenado por 
■< c A x A, y el conjunto A con el orden inverso >cAxAde<cAxA(es decir, ■< _1 =: >) se 
denota entonces como (A, >). 

Observation. Notese que, si ^ c A x A es una relacion de orden parcial en A, entonces la 
relacion binaria < c A x A defmida por: a ■< ft a<bya±bes una relacion de orden estricto 
en A. Reciprocamente, si ■< c A x A es una relacion de orden estricto en A, entonces la relacion 
binaria < c A x A defmida por: a ;< # a<boa = bes una relacion de orden parcial en A. 

y Siguiente. Si a ^ 6 y no existe c e A tal que a <c <b, entonces se dice que a 
precede a b 6 que « es precedente de ft y que ft s/gwe a a 6 que ft es el siguiente de «. 

Los elementos a, b e A se dicen comparables, si, a <b 6 a>b. En caso contrario se dicen /i<9 

:c/ofi initial. Sea (A, ^ ) un conjunto ordenado. La section initial de un elemento aeA 
se define como el conjunto 

s(a) -={xGA\x<a}. 

zcion initial abierta. Sea (A, < ) un conjunto ordenado. La section initial abierta de un 
elemento a e A se define como el conjunto 

1(a) :={xeA | x -< a } . 
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Primero y Ultimo Elementos 

Un elemento aeAesun primer elemento del conjunto ordenado (A 9 <) 9 si 

a <x Vx g A 

Un elemento b e A es un ultimo elemento del conjunto ordenado {A 9 <) 9 si 

x <b Vx g A 

Maximal y Minimal 

Un elemento ft g A de un conjunto ordenado (A, ;< ) se llama maximal 6 maximo, si 

b <x => b - x 

Un elemento a g A de un conjunto ordenado (A, ^ ) se llama minimal o minimo, si 

x <a => x - a 

Se denotan el maximal y el minimal de A respectivamente como max (A) y min (A). 

Observation. Un conjunto parcialmente ordenado puede tener varios elementos maximales 
que podrian ser no comparables, pero no puede tener mas de un ultimo elemento como lo demuestra 
el siguiente teorema. 

Teorema 7.1. Sea (A, < ) un conjunto parcialmente ordenado no puede tener mas de un 
primer y un ultimo elemento a g A. 

. Sean ay a' dos primeros elementos de A. Se tiene que a < a f puesto que a f es 
primer elemento. Ademas a } < a puesto que a es primer elemento. Pero a — cC por la propiedad 
antisimetrica de la relacion de orden parcial. Para el ultimo elemento la demostracion es analoga. ■ 

Mayorante y Minorante 

Un elemento b g A de un conjunto ordenado (A, < ) es un mayorante o cota superior de 
B c A, si 

VxgZ? es x <b 

Un elemento a g A de un conjunto ordenado (A, < ) es un minorante o cota inferior de 
B c A, si 

VxgZ? es a<x 
Conjuntos Acotados y Conjuntos no Acotados 

Si un conjunto tiene un mayorante se llama conjunto acotado superiormente, y si tiene un 
minorante se llama conjunto acotado inferiormente. 

Un conjunto se llama acotado, si es acotado superior e inferiormente; en caso contrario se 
dice no acotado. 
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Extremo Supremo y Extremo Inferior 



GUSTAVO VILLALOBOS HERNANDEZ 



Un elemento b e A es un extremo superior 6 supremo de /?, si b es un mayorante de B y es 
anterior a todos los mayorantes de B y se le denota por sup (B). 

Un elemento a e A es un extremo inferior 6 infimo de B, si a es un minorante de B y es 
posterior a todos los minorantes de B y se le denota por inf (B). 

icido. Sea (A, ^ ) un conjunto ordenado y B cA. Entonces < induce un orden <R 

en B como sigue: 

Va,bGB (a,b)G<R <^> 

Conjuntos Dirigidoi . Un conjunto parcialmente ordenado (A, ;< ) se llama dirigido hacia la 
derecha (6 ascendentemente), si 

V a, b <=A 3 c g A \ a<cyb <c. 

Un conjunto parcialmente ordenado (A, ;<) se llama dirigido hacia la izquierda (6 
descendentemente), si 

V a,b g A 3 c g A | c <ay c <b. 

Observation. Algunos autores definen un conjunto dirigido como un conjunto A con una 
relacion binaria de preorden KcAxA (reflexiva, transitiva) que cumple la propiedad de Moore E. 
y Smith H. Sin embargo, las relaciones binarias usadas en este libro { <, cz, . . . } son antisimetricas, 
por lo que nosotros, como algunos otros autores, defmimos un conjunto dirigido como un conjunto 
parcialmente ordenado que cumple la propiedad de Moore E. y Smith H. 

De especial interes son, para la teoria de limites, aquellos conjuntos dirigidos sin ultimo 
elemento. Un conjunto parcialmente ordenado (A, < ) es un conjunto dirigido sin ultimo elemento, si 
cumple la propiedad de Moore E. y Smith H.: 

Va,bGA3cGA \ a <c y b <c 

Teorema 8.1. Sea (A, < ) un conjunto dirigido. Sea b un elemento maximal de A. Entonces b 
es el ultimo elemento de A. 

. Como A es un conjunto dirigido, y como b g A, entonces 

Vfl, b (=A3 c <=A | a<cyb <c. 

Pero b es un elemento maximal de A y b < c, lo que, por la definicion de elemento maximal 
se tiene tanto b = c es decir, 

b <c => b - c 

Se tiene entonces que a < b V a g A, es decir, b es el ultimo elemento de A. ■ 

Llamaremos simplemente conjuntos dirigidos a los conjuntos dirigidos a la derecha sin 
ultimo elemento. Las propiedades de los conjuntos dirigidos a la izquierda y a la derecha son 
analogas por lo que a los conjuntos dirigidos a la izquierda los mencionaremos como conjuntos 
dirigidos con el orden inverso. Los conjuntos dirigidos con ultimo elemento no los utilizaremos. 
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Confmal. Un subconjunto B c A de un conjunto dirigido (A, < ) se llama 
subconjunto confmal de A, si 

V a^A 3 b gB \ a<b. 

Teorema 9.1. Sea Z? subconjunto confmal de un conjunto dirigido (A, < ). Entonces (/?, <) 
con el orden inducido por A, es tambien un conjunto dirigido. 

. Sean a y b dos elementos cualesquiera de B. Entonces a, b e A puesto que 
BcA. Ademas, (A, ^ ) es un conjunto dirigido por lo que 3 c e A | a<cyb<c. Pero B c A es un 
subconjunto confmal de A, por lo cual 3 d e B \ c <d.Se tiene entonces que 

V a,b gB 3d gA \ a<dy b <d. 

Luego, B es un conjunto dirigido. ■ 

Teorema 10.1. Sea (A, < ) un conjunto dirigido y sea B subconjunto confmal de A (con el 
orden inducido por A). Supongamos que (/?, < ) tiene un elemento maximal m = max (B). Entonces 
(A, < ) tiene un elemento maximal y m = max (A). 

. Como m e B y B c A, entonces m e A. Supongamos que A no tiene 
elemento maximal. Como ( A, ^ ) es un conjunto dirigido sin ultimo elemento, entonces VaeA 
3rfeA | a <dy m <d. Como Z? es un subconjunto confmal A, entonces 3 b e Z? | d <b, es decir 
b g B y m < b. lo que contradice que m g B sea un elemento maximal de 5. Esto demuestra que 
(A, ^ ) tiene un elemento maximal M = max (A). Falta demostrar que m-M. 

Como M = max (A), por el teorema 8.1 M es el ultimo elemento de A y como m e A, 
entonces my M son comparables y la desigualdad M r6 m implica m-M. Supongamos ahora que 
m <M. Entonces 3 b g B \ M <b, puesto que B es un subconjunto confmal A, pero b e B y m ^ b 
implica m - b porque m - max (B). Ademas, la desigualdad M ^ b = m implica M = m puesto que 
M es un elemento maximal de A. En cualquier caso m = M. ■ 

. Un orden total en un conjunto A es un orden parcial < c A x A que ademas 
cumple la siguiente propiedad: 

1) Ley de tricotomia: V a, b e A se cumple una, y solo una de las siguientes 
relaciones: 

a<b 6a = b 6 b>a. 
Obviamente, la ley de tricotomia puede enunciarse de la siguiente forma: 
V a, b g A se cumple una de las siguientes relaciones: 

a <b 6 b >a. 

Entonces un orden total en un conjunto A es un orden parcial < c A x A en el cual todos los 
elementos del conjunto A son comparables. 
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al. Una relacion de orden estricto < cA x A sobre un conjunto A es 
una relacion de orden lineal (misma que se denota como -<), si cumple la ley de tricotomia: 

V a, b e A se cumple una, y solo una de las siguientes relaciones: 
a<b 6 a = b 6 b>a. 

Para la teoria de limites el concepto de conjunto parcialmente ordenado resulta demasiado 
debil. En cambio, concepto de conjunto totalmente ordenado resulta, demasiado fuerte. El concepto 
adecuado es el de conjunto dirigido. 

la. Un mapeo f.A^B cuyo dominio de defmicion (A, < ) es un 
conjunto dirigido, se llama red 6 sucesion generalizada del conjunto B. 

los. Sea (A, < ) un conjunto totalmente ordenado. Dos elementos a, b e A, 
tales que a < b, defmen los siguientes subconjuntos de A llamados intervalos: 

1) El conjunto [a,b ]•= { x e A \a<x<b}se llama intervalo cerrado 6 segmento; 



2) el conjunto ] «, b [ 

3) el conjunto [ a, b [ 

4) el conjunto ] «, b ] 



{xgA I a <x <b } se llama intervalo abierto; 
{xgA I a<x <b } se llama intervalo cerrado-abierto; 
{xeA I a <x <b } se llama intervalo abierto-cerrado; 



los. Si (A, ^ ) no es acotado superiormente, se defmen los siguientes 

conjuntos: 

1) el conjunto [ a, +oo [:={xeA | a<x } se llama intervalo no acotado cerrado; 

2) el conjunto ] a, +oc [:={xeA | a^xjse llama intervalo no acotado abierto; 

y, si ( A, ^ ) no es acotado inferiormente, se defmen los siguientes conjuntos: 

3) el conjunto ] -co, b [-= { x e A \ x <b } se llama intervalo no acotado abierto; y 

4) el conjunto ] -co, b] -= { x e A \ x <b } se llama intervalo no acotado cerrado. 

Los elementos a, b son llamados respectivamente extremo inferior y superior cada intervalo. 

Conjuntos isomorfos. Los conjuntos ordenados Ay B se llaman isomorfos, lo que se denota 
como A Z?, si existe un mapeo biyectivo f : A ^ B (llamado isomorfismo), que preserva el orden, 
es decir, 

A^B <=>(3 f'A^B | Vfl,fteA a <b ^ f(a)< f(b)) 

Se puede comprobar que la relacion de isomorfismo de conjuntos es una relacion de 
equivalencia. 

Teorema 11.1. Sea (A, ^ ) un conjunto ordenado y sea s(A) •= { s(a) \ a e A } la familia de 
todas las secciones iniciales s(a) = { x e A | x ^ « } de los elementos de A ordenada por inclusion. 
Entonces (XA), c ) es isomorfa a (A, ^ ), es decir, 

(s(A),c)^(A,<) 
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. Defmase el mapeo /: (A, < ) — » (s(A), c ) por la igualdad /(a) := Para 
a<b se tiene que x ^ « implica x <b,y por lo tanto c 

Ahora bien, si c entonces x e implica x e y por lo tanto a<b, es decir, / 
es un mapeo que preserva el orden. 

Por definition / es sobreyectivo. Si a < b, entonces b e y b £ esto es, c 
pero ^ lo que significa que / es inyectivo. Se tiene entonces que / es inyectivo y 
sobreyectivo, / es un mapeo biyectivo que preserva el orden, es decir / es un isomorfismo. ■ 

. Sean (A, < ) y (B, < ) conjuntos parcialmente 
ordenados y sea C c A, un subconjunto totalmente ordenado con el orden inducido del conjunto A. 
Entonces el mapeo f.A^B, definido en A, se llama 

a) creciente en C, si V xi, X2 e C, x\< X2 => f(x\) < /(X2); 

b) decreciente en C, si V x\, X2 g C, Xi ■< X2 =^> £ /C*^); 

c) estrictamente creciente en C, si V Xi, X2 g C, Xi -< X2 =^> ■< /C*^); 

d) estrictamente decreciente en C, si V xi, X2 g C, Xi -< X2 =^> f(x\) > /(X2). 

Un mapeo que es creciente 6 decreciente en un conjunto C; se llama monotono en C. Un 
mapeo que es estrictamente creciente 6 estrictamente decreciente en un conjunto C; se llama 
estrictamente monotono en C. 
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§ 11.1 Familias de Conjuntos 

. Sea A un conjunto cualquiera. Sea <x = {S a }ae i cualquier familia de subconjuntos 
de A. La union cr ^ S a de todos los conjuntos S a g cr se llama cuerpo de la familia cr. 

De la definition de cuerpo se sigue inmediatamente que cr c A. 

. Sea A un conjunto cualquiera. Sea E <zA cualquier subconjunto de A. Denotemos 
como cr E a la subfamilia de todos los elementos de cr = {S a }a& i que se interceptan con E, es decir, 

sea cte : = { S a g cr | S a PI £ ^ 0}. El cuerpo cr# de la familia cr £ se llama estrella del conjunto /?, 
con relacion a la familia cr. 

De la defmicion de cuerpo se sigue inmediatamente que si E- {a}, cr# se escribe como cr a 
y se denomina estrella de a con relacion a la familia cr. En este caso cr a ± 0, si a g A - cr. 

Toda familia cr = {S a } ae i define una familia cr* {<7 fl } fle A de las estrellas de todos los 
elementos de A, con relacion a cr. Notese que cr = cr*. 

ibieri . Una familia de conjuntos cr = {S a }ae i se llama cubierta de un 
conjunto S c A, si S c 3\ Frecuentemente se estudia la cubierta de todo el conjunto A, es decir, la 
familia de conjuntos cr - {S^}^ i para la cual cr = A. En este caso cualquier subfamilia cr^ <z cr 
para la cual cro = A, se llama subcubierta de la cubierta cr de A. 

Sean cr = {S a }ae i y t = {7}?}/^ j dos familias de subconjuntos de un mismo conjunto A. Se 
dice que cr esta insertado en r, lo que se escribe como cr > r, si todo conjunto S tt G cr es subconjunto 
de algun conjunto Tp e r, es decir, 

cr > r V S a G cr 3 7}? G T | S a C 7^. 

En particular, cr esta insertado en r, si cr es una subcubierta de la cubierta r de A. 

Anillo. Una familia no vacia de conjuntos cr - {S a } ae i forma un anillo, si 

S a ,Sp<Ecr ( S a A Sp E.O~ A S a C\ Sp E.O~ ). 

De la defmicion de anillo se sigue inmediatamente que, si cr es un anillo, entonces 
V S a , Sp g cr se tiene S a U Sp = (S a A Sp) A (S« PI Sp) g cr y S a - Sp = S a A (S a PI S^) g cr. 

Semianillo. Una familia no vacia de conjuntos cr = {S^ei forma un semianillo, si 

1) G cr. 

2) cr es cerrado con respecto a la intersection. 

n 

3) VS,SiG£r I SicS 3Si,S 2 , ...,S„go- I S = a U S„. 
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De la definition de semianillo se sigue inmediatamente que un anillo siempre es un 
semianillo, puesto que si S a c 5, entonces 5 = S a U (5 - S a ) e cr. 

La totalidad de los intervalos [a, b ],] a, b [ , [a, b [ y ]a,b] Va,ieR I a < b; forman 
un semianillo que no es un anillo. 

. El conjunto E e <x se llama unidad de la familia de conjuntos <x = {S a } a & i, si 

V 5 a e cr 5 a n £ = S a . 

tos. Un anillo cr = {Sojae i con unidad Z? e <x se llama algebra de 

conjuntos. 

Topologia. Sea A un conjunto no vacio cualquiera. Una familia no vacia x c 2 A de 
subconjuntos 5 a de A forma una topologia de A, si 

1) La union J^Sa de cualquier subfamilia {S a } ae i de elementos de x es asi 
mismo un elemento de x, es decir, {S a } ae i c x JJj 5^ e x. 

n 

2) La interseccion jQ 5 a de cualquier subfamilia fmita {S a } a=l de elementos de x 

n 

es asi mismo un elemento de x, es decir, {5 Qf } a=1 c x =^> jQ 5 a e x. 

Los elementos de x se llaman conjuntos abiertos por lo que se puede decir que la union de 
cualquier sistema de conjuntos abiertos es abierta y la interseccion de cualquier sistema finito de 
conjuntos abiertos es abierta. 

De 1) se deduce que 0ei como la union de un sistema vacio de conjuntos abiertos. 

De 1) se deduce que Aei como la interseccion de un sistema vacio de conjuntos abiertos. 

Ejemplos: 

a) Para cualquier conjunto A el conjunto {A, 0} forma un algebra de conjuntos 
cuya unidad es el conjunto E = A. 

b) Para cualquier conjunto A el conjunto potencia 2 A forma un algebra de conjuntos 
cuya unidad es el conjunto E - A. 

c) La familia cr = {S a }a& i de todos los subconjuntos finitos 5^ de un conjunto 
arbitrario A forma un anillo de conjuntos. Este anillo formara un algebra de 
conjuntos si, y solo si A es un conjunto finito. 

d) La familia de todos los conjuntos acotados de la recta real es un anillo de 
conjuntos. 

e) Para cualquier conjunto no vacio A la familia {A, 0} forma una topologia de A, 
llamada topologia antidiscreta o indiscreta. 

f) Para cualquier conjunto no vacio A el conjunto potencia 2 A forma una topologia 
de A, llamada topologia discreta. 
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§ 12.1 Numeros Cardinales 

ion 15.1. El conjunto A es equipotente al conjunto B, lo que se denota como A ~ B, si 
existe un mapeo biyectivo f:A^*B. 

Si por el contrario, el conjunto A es no equipotente al conjunto B, entonces se escribe 

A +B 

Teorema 12.1. La relacion A ~ B es una relacion de equivalencia. 

. Se deduce de el hecho que el mapeo identidad es un mapeo biyectivo, el 
inverso de un mapeo biyectivo es un mapeo biyectivo, y la composition de mapeos biyectivos es un 
mapeo biyectivo. ■ 

Por el teorema fundamental de las relaciones de equivalencia, se tiene que la relacion A ~ B 
define una partition de los conjuntos en clases de equivalencia. La clase de equivalencia a la cual 
pertenece un conjunto A se denota por #(A) y se llama cardinalidad del conjunto A. 

Se dice que dos conjuntos A y B tienen "la misma cantidad de elementos" 6 que tienen la 
misma cardinalidad, si pertenecen a la misma clase de equivalencia. 

De lo anterior de deduce que dos conjuntos A y B son equipotentes si, y solo si tienen la 
misma cardinalidad, es decir, 

A~B #(A) = #{B) 
Teorema 13.1. Si A y B son conjuntos ordenados isomorfos, entonces son equipotentes, es 

decir, 

A^B =^>A~B 

. Se deduce de que, si A B, entonces existe un mapeo biyectivo /: A ^ B 

que preserva el orden. Por definition de conjuntos equipotentes, la existencia de este mapeo / nos 
garantiza que A ~ B. ■ 

finicion 16.1 . Un conjunto que es equipotente a uno de sus subconjuntos propios, se llama 
conjunto infmito, y en caso contrario se llama finito. 

La cardinalidad #(BN) del conjunto BN = {1, 2, 3, ...} de los numeros naturales se denota como 
No, es decir, 

#(BN) =: No 

Conjuntos. La multiplicidad mul«<r de una familia de 
conjuntos <x = {S a }a& i en un elemento dado a e A, es la cardinalidad de la subfamilia <xo de 
o~ = {S a }aeh cuyos conjuntos contienen al elemento a, es decir, 

multfCr := { S (y G cr \ a e S a } 
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§ 13.1 CONJUNTOS CONTABLES 

lores. La seccion inicial s(n) := { x e BN | x < n } de un elemento a e UN, 
con el orden natural <, es decir, el conjunto 

s(n) := { x e BN | x < fi } = {1, 2, 3, ji } 

se llama conjunto contador de cardinalidad n. 

El conjunto BN = {1, 2, 3, ...} de los numeros naturales se llama conjunto contador de 
cardinalidad No. 

\7.1. Un conjunto A se llama numerable o contable si es equipotente a un 
subconjunto del conjunto BN de los numeros naturales. 

Notese que un conjunto es contable si es equipotente a algun conjunto contador. 

Como se vera en seguida, el conjunto Z de los numeros enteros y el conjunto Q de los 
numeros racionales son contables y tienen cardinalidad No. 

Teorema 14.1. El conjunto Z de los numeros enteros es equipotente al conjunto BN de los 
numeros naturales, es decir, Z - BN. 

. Sea /: Z — > BN el mapeo defmido por la igualdad 

(2z; siz>0 

/(*) : = 

[l-2z; siz<0 

El mapeo asi defmido es biyectivo, por lo que Z - BN. 

Teorema 15.1. El conjunto producto BN x BN es un conjunto contable. 

. Sea /: BN x BN — > BN el mapeo defmido por la igualdad 

/((hi, n)) := + n 

Comprobemos que el mapeo asi defmido es biyectivo, por lo que BN x BN - BN. 

m+n-l es la longitud de la linea del elemento (m, n) (llamada linea m+n-l). 
f{m+n-\, 1) es el primer elemento de la linea m+n-l y su predecesor es /(l, m+n-2). 
f (1, m+n-l) es el ultimo elemento de la linea m+n-l y su siguiente es f(m+n, 1). 

Propiedades del mapeo /: 

1) f(m-r, n+r) = f(m ,n) + r; 

2) /(m+r, n-r) = f(m ,n) - r; 

3) /(m, n+r) = f(m+r, n) + r; 

4) f(n ,m) = f(m ,n) + m- n 
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Primero demostremos que / es un mapeo sobreyectivo. De las propiedades 1) y 2) se sigue 

que 

1) /(m^)+l=/(m-l,»+l); 

2) f(m ,n) - 1 = /(m+1, n-\) y 

3) /(l,m+n-l)+l =/(ro+ii, 1). 

Lo que demuestra que / es un mapeo sobreyectivo ya que el conjunto de imageries abarca a 
todos los numeros naturales (/(l, 1) = 1 y cada /(m ,ff) tiene un siguiente). 

Demostremos ahora que / es un mapeo inyectivo. Supongamos (m ji) ± (m\ rf). 
Sumpongamos primeramente que se cumple la igualdad m+n = m y +n\ En este caso n + n y y, por lo 
tanto, 

. (m+n-2)(m+n-l) (m'+n'-2)(m'+n'-l) f 
/(m = " 2 + w * 2 ^ m ' ^ 

Supongamos ahora que m+ff < m'+n\ Entonces 

(m+fi-2)(m+fi-l) (m+fi-2)(m+fi-l) (m+fi-l)(m+fi) 

/ (m ,/z) = 2 + #i < 2 + m + ff — 1 — ^ — 

(m'+n'-2)(m'+n'-l) (m t +fi t -2)(m t +fi t -l) , x/ , „ 
< 1 ^ < 1 ^ + n y = f(m\ n } ). 

Asi, si m+n < m'+ri, entonces f(m ji) < /(l, m+ft-1) < f(m+n, 1) < f{m'+n\ 1) < ff f ). 

Por lo tanto (m ,ff) + (W, n') =^> f(m ji) ± f(m\ ff f ), es decir, que / es un mapeo inyectivo. 

El / mapeo es inyectivo y sobreyectivo, es decir, / es un mapeo biyectivo y por lo que queda 
demostrado que IN x IN ~ IN. ■ 

Teorema 16.1. Todo conjunto infinito A contiene algun subconjunto contable B <zA. 

. Sea /: 2 A — > A un mapeo de eleccion, defmido de la siguiente manera: 

ax •= f(A) 

a 2 = f(A- {«!» 

a 3 := f(A - {a h a 2 }) 



a n := f(A - {a h a 2 , a 3 , ... ,a n -i}) 



A es un conjunto infinito, por lo que A - {a\, a 2 , 03, ... , a n -\) ± Vn e IN. / es un mapeo 
de eleccion, por lo que m ± cij para i ± j\ por lo tanto B = {a\,a 2 ,a 3 , ... , a m ...} es un conjunto 
contable. ■ 

Teorema 17.1. Todo subconjunto de un conjunto contable es un conjunto contable (finito 6 
infinito). 

. Sea A un conjunto contable y B c A. Si el conjunto A es finito, entonces 
B <zA tambien es finito y por lo tanto contable. Supongamos que A es un conjunto contable infinito. 

Entonces existe un mapeo biyectivo el mapeo /: IN ^ A entre A y un conjunto el IN, tal que 

f(n) =- a n . Se tiene entonces A = {a\,a 2 ,a 3 , ... , a n , ...}. 
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Si B = 0, entonces B es finito y por lo tanto contable. Sea B ± y a Hl el primer elemento de 
A tal que # Wl e B. Sea # W2 el primer elemento de A - {a ni } tal que a Hl e 5. Sea a n3 el primer 
elemento de A - {# Wl , # W J tal que fl M3 eB,..., etc. Se obtiene 5 = {# Wl , # W2 , # W3 , ...}. 

El conjunto {fii, fi2, fi3, . . . } es contable y equipotente a 5, por lo que B es contable. ■ 

Teorema 18.1. Sea <x = {A n } n ^ una familia contable de conjuntos contables. La union (el 

00 

cuerpo) A := cr = U A w es un conjunto contable. En este caso es evidente que si al menos uno de los 

00 

conjuntos A n es infmito, entonces el cuerpo A = U A w es un conjunto infmito. 

. Supongamos que los conjuntos A a son disjuntos dos a dos, es decir, 
Ai fl Ay = si 1 ^ 7. Sean A/ - {an, #/2, #*3, ... , #iw, •••} para cada i e IN. Es decir, sean 
Ai - {an, #12, #13, ...}; A2 - {#21, #22, #23, •••}; A3 - {#31, #32, #33, • ••}; • •• ; 

A n = {a n u Uni, #w3, ... , a nn , • ••}; • •• etc. Como en el teorema 15.1, el mapeo /: A — » BN defmido por 

00 

(m + w — 2) (m + fi — 1) 11 

la igualdad f(a mn ) : = + n es biyectivo por lo que la union A = ^ A n se puede 

2* it— 1 

representar como un conjunto contable de la siguiente manera: 

A - {an, #12, #21, #13, #22, #31, ••• , #lw, #2/1-1, • • ., # 2, #wl, ••.}• ■ 

Corolario . El conjunto Q de los numeros racionales es contable como la union contable de 
conjuntos contables. 
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§ 14.1 CONJUNTOS NO CONTABLES 

Teorema 19.1. Los siguientes conjuntos son equipotentes al conjunto R de los numeros 
reales: [0, 1] ; ]0, 1[ ; [0, 1[ y ]0, 1], es decir [0, 1] ~ ]0, 1[ ~ [0, 1[ ~ ]0, 1] ~ R. 

. Como el mapeo /: ]0, 1[ — > R definido por la igualdad 
fix) := tan|(2x- 1) 

es biyectivo, se tiene que ]0, 1[ ~ R. 

Demostremos ahora solamente que [0, 1] ~ ]0, 1[. Lo demas se demuestra analogamente. 
Sea A := ]0, 1 [ - {1/2, 1/3, . . . } . Se tiene entonces 



[0, 1] = {0, 1, 1/2, 1/3, ...} UA 
[0, 1[= {0, 1/2, 1/3, ...} UA 



]0, 1[= {1/2, 1/3, ...} UA 
]0, 1] = {1, 1/2, 1/3, ...} UA 



Defmase el mapeo /: [0, 1] — > ]0, 1[ mediante la igualdad: 

1 



/(*) :=< 



x + 2 
1 



six = 0;1 

, six = \ln g {1/2; 1/3; ...} 
n + 2 

x si x g A 



El mapeo asi definido es biyectivo, por lo que [0, 1] - ]0, 1[. ■ 

Teorema 20.1. El conjunto R de los numeros reales no es contable, es decir, R * DSL 

. Para demostrar entonces la proposicion, basta demostrar que el segmento 

[0, 1] no es contable. 

Supongamos lo contrario, es decir, que existe un mapeo biyectivo /: BN ^ [0, 1], es decir que 
de alguna forma los elementos del conjunto [0, 1] se pueden enumerar escribiendolos como una 
sucesionA:= {ri;r 2 ;r 3 ; ...}. 

Cada elemento r t de A se puede escribir en notacion decimal con infmitas cifras, de la 
siguiente manera: 

1 ^ n = 0.1111012013 Clin 

2 <H> r 2 = 0.021022023 • • • 02n ' " " 

3 <H» r 3 = 0.031^32033 ' ' ' 03i* * ' ' 



ft 



^ r w = O.0 w i0 w2 W 3 ••• 0* 



en donde a & - e {1, 2 , 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 0}. 
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Defmase el elemento r == 0.b\b 2 by • b n - en donde b\ ± an, b 2 + a 22 , , . . b n + a nn , • • •, y 
bi ± y bi ± 9, para cualquier i. 

Entonces re]0, 1[ y sin embargo r ^ ri porque b\ + an, r ± r 2 porque b 2 ± a 22 , r ± r 3 
porque 63 i= 033, - ,ri=r n porque b n ^ a nn , • •, etc. Lo que demuestra que el conjunto [0, 1] no es 
contable. ■ 

Se puede demostrar tambien que el conjunto [0, 1] no es contable, utilizando teorema de 
Cantor que dice que si se tiene una sucesion de segmentos (intervalos cerrados) encajados 
[0, 1]3/id/23"Q^5 ,,, ) existe un numero real que pertenece a todos los segmentos. 

Por reduccion al absurdo, supongamos que todos los numeros reales del segmento [0, 1], se 
pueden enumerar escribiendolos como una sucesion A {n; r 2 \ . . . } . 

Al segmento [0, 1] denotesele como Io == [ao, bo], en donde ao = y bo = 1. Dividase el 
segmento Io = [0, 1] en tres partes iguales [0, 1/3], [1/3, 2/3] y [2/3, 1]. 

Denotese al segmento que no contiene al elemento r\ como I\ = [a\ 9 b{\, es decir, r\ £ I\ y 
dividase en tres partes iguales [«i, «i+l/9], [ai+1/9, #1 - 1/9] y [#i-l/9, b{\. 

Denotese al segmento que no contiene al elemento r 2 como I 2 = [a 2 , b 2 ] , es decir, r 2 £ l 2 , ... . 
Continuando el proceso, se obtiene una sucesion de segmentos encajados 

/od/id/ 2 d/ 3 d-o/„d-, 

para los cuales r\ £ I\,r 2 £ I 2 , r n £ l n , y | I n \ - ^ n r^ n tiende a hacerse 0, cuando n crece 
indefmidamente. 

Por el teorema de Cantor, existe entonces un numero real c que pertenece a todos los 
segmentos I n , es decir, 3 c g I n V #1 e UN. Notese que c e A, lo que significa que 3 n e BN para el 
cual c = r n . Sin embargo r n £ /„, lo que contradice el hecho de que c pertenezca a todos los 
segmentos I n . Asi que el conjunto [0, 1] no es contable. ■ 

La cardinalidad #(R).del conjunto R de los numeros reales se denota como c, es decir, 

#(R) =: C. 
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§ 15.1 COMPARACION DE CARDINALES 

finicion 18.1. Si A es equipotente a un subconjunto de B, es decir, si existe un mapeo 
inyectivo f.Az^B, entonces se dice que A es anterior a /?, lo que se escribe como 

A<B (6B>A) 

y se dice que la cardinalidad del conjunto A es menor o igual a la cardinalidad del conjunto B, lo que 
se escribe como #(A) < #(B), es decir, 

A<B <=> #(A)<#(B) 

De lo anterior de deduce que A es anterior a 5 si, y solo si A es equipotente a algun 
subconjunto de B, es decir, 

A<B <=> 3CcB | A~C 

Es claro que A c: 5 =^ A ;< Z? <=> #(A) < #(5). Sin embargo, puede suceder que 
AcB, pero A - 5 <=> #(A) = #(5), como en el caso de los conjuntos infmitos. 

Teorema 21.1. La relacion < es una relacion de preorden, es decir, es reflexiva y transitiva. 

. El mapeo identidad U: A z£ A es inyectivo, lo que demuestra que la relacion 

es reflexiva. 

Sea A < B y B < C . Entonces existen mapeos inyectivos /: A z£ B y g: A z£ B. La 
composition go /: A z£ C es un mapeo inyectivo, por lo tanto A<C.M 

B>A significa que A < B, 
A <B significa que A < B, pero A * B 
B >A significa que A < B. 

Teorema 22.1 (Cantor). Para cualquier conjunto A, se cumple la relacion 

A<2 A 

. El mapeo g: A z£ 2 A defmido por f(a) •= {a} es inyectivo, por lo cual 

A<2 A . 

Para demostrar que A * 2 A , procedemos por reduction al absurdo. Supongase que A ~2 A , es 
decir, que existe un mapeo biyectivo /: A ^ 2 A . 

Sea B := { x e A | x £ /(x) } . Entonces BcAy, por lo tanto Z? e 2 A . 
Como el mapeo / es biyectivo, entonces 3 b e A | /(ft) = 5. 

Se puede ver que cualquiera de las dos afirmaciones b e 5 6 b £ /?, lleva a una 
contradiction, por lo que entonces A 2 A , y por lo tanto A -< 2 A . ■ 
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Teorema 23.1 (Cantor, Bernstein, Schroder). Para cualesquiera dos conjuntos Ay B 

A <B a B <A =^ A~B. 



. Como A < B, entonces A es equipotente a un subconjunto /(A) de B, es decir, 



existe un mapeo inyectivo f.A^B \ f(A) c B y /(A) ~A-- Z . 

Como B < A, entonces B es equipotente a un subconjunto g(Z?) de A = Z , es decir, existe un 
mapeo inyectivo g: B z£ A | g(Z?) cAyF :z ~ 

Y como la composicion g o / de los mapeos inyectivos / y g es un mapeo inyectivo, se tiene, 

X x := g(/(A)) c c A =: Z . Es decir, Z d F 2 ATi y Z == A - g(/((A)) =: Zl 

Para demostrar el teorema basta demostrar que F ~ ^o, es decir, que existe un mapeo 
biyectivo h: Xo ^ Fo; con lo que se demuestra que A ~ B, (ya que, asi Zo = A - Fo = g(B) ~ 5). 

X\ ~ Xo D F , por lo tanto 3 Fi c X\ I Fi ~ F 
Fi ~ F d Zi, por lo tanto 3 Z 2 c Y x \ X 2 ~ X h 

X2 ~ X\ d Fi, por lo tanto 3 F2 c Z2 I F2 ~ Fi,. . . y asi sucesivamente. 
Se obtiene entonces una sucesion de subconjuntos 

X 2 F Dli 2 Fi Dl 2 2 F 2 2 ••• 3^2 F n D ••• , en los que Z,~ Z /+ i y F,- - Y i+ \. 

Ademas, se tiene que (Z, - F,-) ~ (Z;+i - Fj+i), es decir, existe un mapeo biyectivo 

g: (Z; - F/) ^ (Z/+i - F1+1). El mapeo identidad 1: (F; - Z ;+i) ^ (F,- - Z;+i) tambien es un mapeo 
biyectivo. 



Teorema 24.1. Para cualquier conjunto no vacio Z, el conjunto potencia 2 X es equipotente a 
la familia C(Z) de todas las funciones caracteristicas de los subconjuntos de Z, es decir, 



GO 




Xo = (Xo-Yo) U (Yo-X{) U (Xi - Fi) U (Fi -X 2 ) U - Ufl ( y 
Fo = (Y0-X1) U (Zj - FO U (Fi -Z 2 ) U (Z 2 - F 2 ) U ••• Ufl. 




es biyectivo, por lo que Fo ~ Xq. ■ 



2* ~ C(X) 



X X 

. El mapeo /: 2 — > C(Z), defmido como/ (A) := Xa, es biyectivo por lo que 2 



es equipotente a C(Z). ■ 
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Teorema 25.1. El conjunto R de los niimeros reales es equipotente al conjunto potencia 2^ 



del conjunto BN de los niimeros naturales, o sea, 



. Sea /: R — > 2 Q el mapeo definido como /(a) := { x e Q I x < a }. Si a < 
entonces 3 r e Q I < r < Por lo tanto r £ /(a) yre /(ft), es decir, el mapeo / es inyectivo, 
por lo que R < 2 { 



Q 



Sea C(BN) la familia de todas las funciones caracteristicas %a'A — > {0, 1} de los subconjuntos 
A c BN del conjunto de los niimeros naturales. Sea g: C(BN) — » [0, 1] el mapeo definido como 

gilA) -0.xa(1)Xa(2) Xa(3)... 

Si Xa, %a ^ C(BN) Y%a±%b, entonces #(xa) * g(%B% porque sus decimales son diferentes, asi 
que el mapeo g es inyectivo, por lo que C(BN) < [0, 1] ~ R. 

Por el teorema de Cantor, Bernstein, Schroder se tiene que R ~ 2^. ■ 

Se puede demostrar (teorema de Cantor) que para cualesquiera dos conjuntos A y B se 
cumple una de las siguientes relaciones (ley de tricotomia) 

A<B v B<A 

De esta manera, la clase de los niimeros cardinales queda totalmente ordenada. 

Teorema 26.1. Sean A y B dos conjuntos no vacios, con #(A) = m y #(B) = n donde 
m, n g BN; y sea B A := {/A — > 5} el conjunto de todos los mapeos /A — » 5. Entonces 
#(B A ) = n m . 

. Primero se hara induccion sobre m y despues se hara induccion sobre n. 

Para m = n = 1, es decir, A := {ai} y 5 = {b\}. Se tiene /(«i) = b\ 9 por lo que Z? 4 = {/}, es 
decir, #(B A )=l l = l. 

Supongamos que A == {a u a 2 , a m , a m+ \}, B == {fti, 6 2 , es decir #(A) = m + 1 y 

#(Z?) = n + 1 . Supongase tambien que A m := « 2 , #w : = {b\, b 2 , b n } y que 

ademas #(A m ) = m y #{B n ) = n implican #(B„ m ) = n m . Se tiene entonces 

n 



a) Por induccion sobre m, se tiene B n =jJ{f:A -> B n \ f (A m ) = B n , f (a m +\) = b k } y, 

n 

por lo tanto, #(B*) = £ = fi = = 



A:=l 

b) Por induccion sobre fi, se tiene 



#(^) = C° m+l + Cl +1 »" + ... + C, »' + CI n° = (» + lf +1 . 
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El producto C k m+l n m+l ~ k significa que: 

k i 

1) C m+l es la cantidad de funciones f :A^B n para las cuales #({/" (b n +\)}) = k 

2) n m+l ~ k son los restantes m + 1 - k elementos de A cuyas imageries estan en B n . ■ 
El teorema siguiente es una generalization del teorema de Cantor. 

Teorema 27.1. Sean A y B dos conjuntos no vacios, con #(A) = m y #(B) = n donde 
hi, neONy#i>l. Entonces, el conjunto B A {f:A — > 5} de todos los mapeos /:A — » B tiene 
cardinalidad mayor que la del conjunto A, es decir, #(A) < #(B A ). 

a) Existe un mapeo inyectivo g^^ff 4 del conjunto A al conjunto B A , es decir, A ^ B A . 

b) No existe biyeccion h:A^B A entre el conjunto A y el conjunto B A es decir, A * Z^. 

Tomense dos elementos distintos ji y j?2 de Z? y para cada elemento xo defmase un mapeo 
/ Xo , A — > Z? por la igualdad f Xo (xo) : = Ji y /x (^ ~ { x o}) : = J2- A diferentes elementos xi y X2 les 
corresponden diferentes mapeos: 

fxSxi) '-=yiy f X2 (xi) '-=yi. 

La inyectividad del mapeo g:A 5 A definido por la igualdad g Xl (Xo) := / Xo , es decir, queda 
demostrado que A<B A . 

Supongamos que existe un mapeo biyectivo h: A ^ B A , es decir, supongamos que A ~ ,B A . 

Denotemos por fe&el mapeo que corresponde al elemento x e A. La imagen de este elemento 
bajo el mapeo / x es / x (x) e B. Defmase /: A — > por la igualdad /(x) == j en donde j e B es 
cualquier elemento de 5 distinto de / x (x), es decir, f(x) = y g B - {f x (x)} (esto es posible puesto 
que B contiene al menos dos elementos). Este mapeo /: A — > 5 es distinto de todos los mapeos 
f g fl A . En efecto, ya que si / fuera igual a algun f \ entonces, para un elemento x e A se tendria 
f(x) = / x (x), lo que entraria en contradiccion con la defmicion del mapeo /. ■ 

Corolario (Teorema de Cantor). Para cualquier conjunto A, se cumple la relacion 

A<2 A . 

. Sea B = {0, 1}. Entonces a cada mapeo f:A — > B le corresponde una 

particion del conjunto A en dos conjuntos disjuntos: el conjunto A^ := { x E A | /(x) = } y el 

conjunto A{ := { x e A | /(x) = 1 } . Poniendo nuestra atencion a los conjuntos A{ podemos decir 

que a cada mapeo /:A — > B le corresponde un determinado subconjunto A{ c A. y reciprocamente, a 

cada subconjunto A{ c A le corresponde un determinado mapeo f:A — > 5 (llamado mapeo 

caracteristico de A{). Queda establecida la biseccion entre el conjunto potencia 2 A y el conjunto de 

todos los mapeos f:A — > en los que #(5) = 2. Como este conjunto tiene cardinalidad mayor que 
#(A), el teorema de Cantor queda demostrado. ■ 
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Observese que el teorema de cantor es valido y para A = 0. En este caso #(2 A ) = 1, mientras 
que #(A) = 0. 

De acuerdo al teorema 26.1, si A y B son dos conjuntos no vacios, con #(A) = my #{B) = n 
en donde m, n e DN; entonces = n m . Por eso, cuando A y Z? son conjuntos infmitos, la 

cardinalidad del conjunto B A := {/:A — > 5} de todos los mapeos f:A — > 5 se denota tambien por 
fi m en donde #(A) = m y #(B) = n. En particular, el conjunto potencia de un conjunto A se 
denota por 2 A y su cardinalidad #(2 A ) 2 m en donde #(A) - m. 

Se demostro anteriormente que la familia C(flN) de todas las funciones caracteristicas 
%a- A — > {0, 1} de los subconjuntos A c IN del conjunto de los numeros naturales es equipotente al 
conjunto potencia 2^ del conjunto IN. 

Se demostro tambien que el conjunto potencia 2^ del conjunto IN es equipolente el conjunto 
R de los numeros reales, esto es, 2 DN -Ro sea, 2 N ° = #(2^) = #(R) = C. 

Se sigue, c N ° = (2 N °) N ° = 2 N ° N ° = 2 N °, de donde c = 2 N ° < N N ° < C N ° = 2 N °. Se tiene entonces 

No No =C 
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INTRODUCTION AL ANALISIS MATEMATICO 



§ 16.1 CONJUNTOS BlEN ORDENADOS 

finicion 19.1 . Un conjunto ordenado (A 9 < ) se dice bien ordenado si cada subconjunto no 
vacio de A tiene un primer elemento. 

Un conjunto bien ordenado es totalmente ordenado, un conjunto totalmente ordenado es 
dirigido y un conjunto dirigido es parcialmente ordenado. 

De la definition se sigue inmediatamente que todo subconjunto de un conjunto bien 
ordenado es bien ordenado. En particular, puesto que A c A, entonces todo conjunto bien ordenado 
(A, <) tiene un primer elemento. 

Ejemplo. El conjunto BN de los numeros naturales, con el orden natural < es un conjunto bien 
ordenado. 

Ejemplo. El conjunto Z de los numeros enteros, con el orden natural < no es un conjunto 
bien ordenado ya que tiene un subconjunto (el mismo) que no tiene primer elemento. 

les. La relacion de isomorfismo de conjuntos es una relacion de equivalencia. 
Se dice que dos conjuntos bien ordenados tienen el mismo orden 6 que tienen un mismo tipo 
ordinal, si son isomorfos. El tipo ordinal de un conjunto A se denota por o(A). 

Todo conjunto isomorfo a un conjunto bien ordenado es bien ordenado y todos los conjuntos 
fmitos ordenados que tienen la misma cardinalidad son isomorfos entre si. Si dos conjuntos bien 
ordenados Ay B son isomorfos entre si, se escribe o(A) = o(B). 

Numeros ordinales. El tipo ordinal de un conjunto bien ordenado se llama numero ordinal. 

El numero ordinal de los conjuntos bien ordenados: 

0,{1}, {1,2},{1,2,3},{1,2,3,4},... 

se denota respectivamente, por 0, 1, 2, 3, 4 , ... y se llaman numeros ordinales fmitos. Los numeros 
ordinales que no son fmitos se llaman numeros ordinales transfinitos. 

El numero ordinal del conjunto BN de los numeros naturales, con el orden natural < se denota 
como CD, es decir, co == o(BN). 

. Sea o~ = {Si}is=i una familia bien ordenada de 
conjuntos bien ordenados disjuntos dos a dos. Para cualesquiera a, b e cr existen /,/ e / tales que 
a e Si y b El Sj. Definase un orden en la union cr = U Si de la siguiente manera: a < b en cr, si i <j 

en I; y si i = j en I, entonces a < b en cr, para a < b en Si. En este caso decimos que cr es la suma 
ordenada de la familia cr de conjuntos bien ordenados y la denotamos como X Si. 
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Se escribe Si + 52 + ••• + S n en lugar de X^/- En particular, si S := Si = S2 = ••• = S n , 

i=i 

entonces se escribe S n en lugar de S + S + • • • + S. 

Ejemplo. Los conjuntos A = {1, 3, 5, ...} y B = {2, 4, 6, ...} son conjuntos bien ordenados 
disjuntos. La suma ordenada de A y B es el conjunto A+ B = {1,3,5, ... ; 2, 4, 6, ...}. 

Ejemplo. Los conjuntos A = {1, 3, 5, ...} y B = {a, b} son conjuntos bien ordenados 
disjuntos. Se tiene A + B = {1, 3, 5, ... ; a, b) y 5 + A = {a, b\ 1, 3, 5, ...}. Se ve claro que 
A + B ^ Z? + A porque es orden es distinto y no se puede establecer un isomorfismo entre A + B y 
2? + A sin alterar el orden. 

Ejemplo. Los conjuntos BN = {1, 2, 3, ...} y A = {a} son conjuntos bien ordenados disjuntos. 
Se tiene BN +A = {1, 2, 3, ... ; a} y A + DN = {a; 1, 2, 3, ...}. Se ve claro que A+B ±B +A. 

Teorema 28.1. La suma X^/ de una familia bien ordenada <x = {S;} ie / de conjuntos bien 

ordenados es un conjunto bien ordenado. 

. Sea S = X Si la suma de de una familia bien ordenada <x - {S/}/ e / de 

conjuntos bien ordenados. Sea S f un subconjunto de S no vacio. Como el conjunto I es un conjunto 
bien ordenado, entonces Sea S; el primer conjunto Si de cr que contiene elementos del conjunto S f . 
Como S/ fl S f es un subconjunto no vacio del conjunto bien ordenado S,- debe tener un primer 
elemento. Este elemento evidentemente es primer elemento del conjunto ordenado S f . ■ 

> induction transfinita. Sea A un conjunto bien ordenado, sea ao e A el primer 
elemento del conjunto A y sea S c A un subconjunto de A que tiene las siguientes propiedades: 

1) fl eS 

2) ^(a) :={xeA |x<a}cS => a e S. 

Entonces S = A. 

. Por reduccion al absurdo, supongamos que S ± A. Entonces A - S es un 
subconjunto no vacio de A y por lo tanto tiene un primer elemento So e A - S. Como cualquier 
elemento xo e ^(s*o) es anterior a so no puede pertenecer a A - S por lo que debe pertenecer a S. Por 
lo tanto s(so) £ S. Esto implica ( por 2) ) que so e S, lo que contradice que s*o e A - S. Observese 
que «o e S se deduce de 2), puesto que = s(ao) £ S y, por lo tanto «o e S. ■ 

A excepcion del ultimo elemento, cualquier otro elemento de un conjunto bien ordenado 
tiene un siguiente. 

. Un elemento aeAesun elemento Umite del conjunto ordenado A, si no es 
primer elemento de A y no tiene precedente. 

Ejemplo. Sean A = {1, 3, 5, ...} y B = {2, 4, 6, ...}. Entonces 2 e A + B es un elemento 
limite del conjunto ordenado A + B = {1,3,5, . . . ; 2, 4, 6, . . . } , ya que no es el primer elemento y no 
tiene precedente. 
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Teorema 29.1. Sea A un conjunto bien ordenado, sea /: A ^ B un isomorfismo, en donde 
B qA. Entonces 



V a g A, se tiene a < f(a). 

. Hay que demostrar que S = { x e A \ f(x) < x } = 0. Supongamos lo 
contrario, es decir, que 5 es un subconjunto no vacio del conjunto bien ordenado A por lo cual tiene 
un primer elemento So e S, para el que f(so) < So. El mapeo / es un isomorfismo, por lo que 

f(s )<s <=> / (f(s )) < f(s ) 

Esto significa que f(so) e 5. Sin embargo /(so) < so, lo que contradice que So sea el primer 
elemento de S. ■ 

Teorema 30.1. Existe no mas de un unico isomorfismo /: A ^ B entre dos conjunto bien 
ordenados A y B. 

. Supongamos que existen dos isomorfismos distintos /: A ^ B y g: A ^ B y 
sea un elemento de A, para el que f(a) ± g{a). Supongase primero que f{a) < g{a). Entonces 

f(a) < g(a) => g~ l o f( a ) < g~ l o g(a) = a . 

Esto es, g~ l o /: A ^ A es un isomorfismo para el cual g~ l o f (a) < a, contradiciendo al 
teorema 29. Analogamente, si se supone f(a) < g(a) se llega tambien a una contradiccion. ■ 

Teorema 31.1. Sea A un conjunto bien ordenado. Entonces A no puede ser isomorfo a 
ninguna de sus secciones iniciales. 

. Supongamos lo contrario, es decir que existe un isomorfismo /: A s(a) 

o 

entre A y una de sus secciones iniciales s(a). 

o 

Entonces f(a) e s(a) y, por lo tanto, f(a) < a, en contradiccion con el teorema 29. ■ 
Corolario. Dos secciones iniciales de un conjunto bien ordenado no pueden ser isomorfas. 

. Supongamos que s{a) y s{b) dos secciones iniciales de un conjunto bien 

o o o o 

ordenado A y que s(a) ± s(b). Por el teorema 1 1 se tiene que a < b s(a) c s(b). Por lo tanto, 6 

o o o 

bien a < b, 6 bien b < a. Pero a < b s(a) c s(b), lo que significaria que s(a) es una seccion 

o o o o o 

inicial de s(b) y b < a s(b) c lo que significaria que s(b) es una seccion inicial de s(a). m 
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§ 17.1 COMPARACION DE ORDINALES 



Si un conjunto bien ordenado A es isomorfo a una de las secciones iniciales s(b) de un 
conjunto bien ordenado B, se dice que A no es mas largo que B, 6 que B no es mas corto que A, y se 
escribe A < B 6 bien, que el numero ordinal o( A ) de A es menor 6 igual que el numero ordinal o(B) 
de B, lo que se escribe como o(A) < o(B). 

Teorema 32.1. Sean A y B dos conjuntos bien ordenados y sea s(a). Entonces para cualquier 
seccion inicial s(a) de A, no puede existir mas de una seccion inicial s(b) de B sea isomorfa a ella. 

. Sean °s(a) s(b\) y °s(a) s(p2) 9 donde b\ 9 #2 e B. Como la relacion de 

o o 

isomorfismo es una relacion de equivalencia, entonces s(b\) =* ^(#2), y por el corolario anterior, esto 
sucede solo si b\ = b^. ■ 

Teorema 33.1. Sean A y B dos conjuntos bien ordenados en los cuales una seccion inicial 
s(a) de A es isomorfa a una seccion inicial s(b) de B. Entonces cualquier seccion inicial s(a') de 

o 00 00 

s(a) es isomorfa a alguna seccion inicial s(b') de s(b), es decir, que si s(a) s(b) y, entonces 

o 00 olo o 0.0 

V s(a') c s(a) 3 s(b') c | s(a f ) s(# f ), ademas, si /: s(b) es un isomorfismo, entonces la 

restriccion /' : =f\° s ( a ')' s(tf f ) ^ s(# f ) = f{s{a } )), tambien es un isomorfismo. 

. Sea f(a') - b\ Como la restriccion f: °s(a') ^ a s(a f ) es inyectiva y 

o o 

preserva el orden, se tiene s(a') ^ f(s(a')); y como /: s(a) s(b) es un isomorfismo, entonces 

x<d f\x) < f(a% 

por lo que f{s{a } )) = s(b'), es decir, s(a') = s(b'). ■ 

Teorema 34.1. Sean A y B dos conjuntos bien ordenados. Entonces 6 A ^ B 6 uno de los 
conjuntos es isomorfo a una de las secciones iniciales del otro, es decir, dados dos conjuntos bien 
ordenados, entonces 

A ^ B 6 A<B 6 B<A. 

. Sean A\ = { x e A | s(x) s(y), para algiinj e 5 }, y 
= { j e B I s(x) ^(y), para algun x e A } 

Demostremos que Ai Z?i. 

Para cada x e Ai, por el teorema 34, cada seccion inicial s(x) de A es isomorfa a una seccion 
inicial unica s(y) de 5 y viceversa. Significa que existe una biyeccion fiAi^tBi, defmida como 

f(x)-y, si s(x)^°s(y). 

Para Xi, x e Ai tales que xi < x, se tiene /(xi) := y\ y /(x) := y. 

OOO o 

Sea g: s(x) s(y) = /(^(x)), un isomorfismo cuya restriccion de a s(xi), segun el teorema 
35, es un isomorfismo y por el teorema 34, es unico, por lo que g|i( Xl ) = flfoi) = 3^i- P ero como g(xi) 

o 

= ji6 s(y), entonces ji <y, lo que demuestra que Ai =* B\. 
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Ahora bien, solo existen cuatro posibilidades: 

1) A\ = A y B\ = B, con la cual A B. 

2) A\=AyB\ = s(b) c B, con la cual A < B. 

3) A\ = °s(a) c A y Z?i = B, con la cual B < A. 

4) Ai = s(a) cAyB\= s(b) c B. En este caso, agAi, puesto que, por la definition de Ai, 

es isomorfa a una section inicial de B. Pero a £ s(a) = A\ lo cual es una 
contradiction. Por lo tanto, este ultimo caso es imposible. ■ 

Corolario. La relation ^ es una relation de equivalencia. 

Notese que A < B <^> A s{b) c /?, y si # es el ultimo elemento de Z?, se tiene A s{b) = B. 

o 

Si un conjunto bien ordenado A es isomorfo a una de las secciones iniciales estrictas s(b) de 
un conjunto bien ordenado B, se dice que A es mas corto que B, 6 que B es mas largo que A, y se 
escribe A < B 6 bien, que el numero ordinal o(A) de A es menor que el numero ordinal o(B) de 5, lo 
que se escribe como o(A) < o(B). 

Notese que A -< B <^> A s(b) c es decir A -< B <^> A ^ B, pero A qfc 5. 

Por definicion se tiene tambien que A >; Z? B^Ay, analogamente, A >■ B <^=> 5 -< A. 

Ademas, se tiene o(A) = o(B) A B. 

10.1. Sean or = o(A) y J3 = o(B) los numeros ordinales de los conjuntos bien 
ordenados Ay B respectivamente, tales que 

a < (3. 

Por definicion se tienen tambien las siguientes relaciones: 

a<fi <^A<B, 
a>{3 <^B<A, 
a =j3 ^A^B, 

a < /3 A < B, es decir, a < J3 6 a = J3. 
a>j3 <^> B < A, es decir, a < J3 6 a > J3. 

Entonces, todo conjunto de numeros ordinales queda bien ordenado por la relation a < J3. 

Teorema 35.1. Sea °s(a) el conjunto de los numeros ordinales menores que el numero ordinal 
a. Entonces a = o(s(a)). 

. Sean a = o(A) el ordinal de un conjunto A y S(A) la familia de las secciones 
iniciales de A ordenadas por la relation de inclusion. Por el teorema 1 1, se tiene que A 5(A), por 
lo que a = o(S(A)). 
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Sea yS = o(B) e °s(a). Entonces yS < a, por lo que B < A, es decir, B es isomorfo a una 
seccion inicial s(b) de A. Por lo tanto yS = o(s(#)) y como dos secciones iniciales distintas no pueden 
ser isomorfas entre si, entonces °s(b) es la unica seccion inicial tal que yS = o(s(b)). 

El mapeo /: s(a) z£ 5(A), defmido como fib) == s(#), si yS = o(s(#)), es inyectivo. Ademas, si 
s(c) g 5(A), entonces s(c) ^ A y, por lo tanto, 7 = o(s(c)) < o(A) = a, esto es, 7 e s(a), es decir, 
f(y) := s(b) 9 por lo que / es sobreyectivo. 

Sean ahora yS, 7 e tales que 7 < yS. Entonces 7 = o(s(c)) y yS = o(s(#)), esto es 
000 00 
f(y) •= s(c) y fifi) := s(#), con lo que s(c) es una seccion inicial de s(b), es decir, s(c) es un 

o 00 

subconjunto propio de s(b), lo que significa que s(c) < s(b), es decir, que / preserva el orden y, por 

o 

lo tanto, es un isomorfismo. Se tiene entonces, o(s(a)) = o(5(A)) = a. m 

. Sea {ofi}/ e / un conjunto ordenado de numeros ordinales ot\ - o(Ai). Se 
define la suma de los numeros ordinales de la familia {ai}^ de la siguiente manera: 

2>i :=o(U {AiX{a { }}). 

De acuerdo a la defmicion, se tiene 

1 + 1 + 1 + ... = ex), 
En general, para todo numero ordinal (finito) no nulo a x se tiene 

OC\ + OL2 + CK3 + • • • = X a '\ - ^ 

ielN 

Teorema 36.1. El numero ordinal a + 1 es el siguiente del numero ordinal a. 

. Por la defmicion de seccion inicial, se tiene s(a) = °s(a) U {a}, por lo tanto 
o(s(a)) = o(s(a)) + o({a}), es decir, o(s(a)) = o(s(a)) + 1. ■ 

De esa manera, se tiene: 

:= o(0) 

1 = o({0}) 

2:= O({0,l}) 

3 = o({0,l,2}) 

o;:= o({0, 1,2, ...}) = o(BN) 

El siguiente de este numero ordinal seria entonces, oj + 1 == o({0, 1, 2, ...; oj}). 

. Se define el producto aft de dos numeros ordinales a = o(A) y J3 = o(A) 
cualesquiera como el numero ordinal 

afi :=o({A xB}) 
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{ (a, b) | a e A a b e 5 } esta ordenado de la manera 



(«, b) < (a\ V) a < a' 6 si a - a\ pero ft -< b\ 

Clasi . Llamamos numeros ordinales de primera 
clase a todos los numeros naturales y al cero. De este modo, los niimeros de primera clase, son los 
tipos ordinales de los conjuntos bien ordenados finitos. A los tipos ordinales de los conjuntos bien 
ordenados infmitos contables los llamaremos numeros transfmitos contables 6 numeros ordinales 
(transfinitos) de segunda clase. El conjunto de todos los numeros ordinales de primera clase lo 
denotamos por f% El conjunto de todos los numeros ordinales de primera y segunda clase lo 
denotamos por f^. El conjunto de todos los numeros ordinales de segunda clase lo denotamos por 
Zi. 

Teorema 37.1. Sea A un conjunto contable (finito 6 infmito) bien ordenado de numeros 
ordinales de segunda clase, a\ 9 0^2, . . or n , . . . El primer numero ordinal a que mayor que todos los 
elementos de A es tambien es un numero ordinal de segunda clase. En otras palabras, ningiin 
subconjunto contable del conjunto Ni de todos los numeros ordinales de primero y segundo orden es 
confmal de Ni. 

. Se tienen dos casos: 

a) El conjunto A tiene un elemento maximal a m = max A. Entonces a ->= a m + 1, por 
defmicion, es un numero ordinal de segunda clase y es el primer numero ordinal que es 
mayor que todos los elementos de A. 

b) El conjunto A no tiene elemento maximal. Denotemos como a al primer numero 
ordinal que es mayor que todos los elementos de A. Se tiene entonces 

s(a) = U s(a n ). 

Uo o o 

s(a n ) c s(a). Sea ahora ft e s(a), por lo que a 

ne.N 

es el primer numero ordinal a que mayor que todos los a n ,yj3< a, por lo cual existe 
un a m > ft, es decir, ft e s(a m ). 

o 

De la igualdad, se sigue que s(a) es un conjunto contable. Pero, por el teorema 37, se 
tiene a = o(s(a)). ■ 

Corolario. El conjunto Zi de todos los numeros ordinales de segunda clase es un conjunto no 
contable. 

. Por reduccion al absurdo. Supongase que Zi es un conjunto contable. 
Entonces, por el teorema 39 existe un numero ordinal a de segunda clase, que es mayor que todos 
los numeros ordinales de segunda clase, en particular, a > a, lo que es imposible. ■ 

La cardinalidad #(Zi) del conjunto Zi = {1, 2, 3, ...} de todos los numeros ordinales de 
segunda clase se denota como Si, es decir, 

# (Zi) =: Si 
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El primer numero ordinal mayor que todos los numeros ordinales de segunda clase, se denota 
por a>i. Entonces a>i es el tipo ordinal del conjunto Ni = s(a)\). Por su defmicion, aj\ es el primer 
numero ordinal transfinito no contable y cualquier numero ordinal a < oj\ sera contable (finito 6 
infmito). De aqui se deduce que el conjunto Ni de todos los numeros ordinales de primera y segunda 
clase tiene el mismo tipo ordinal oj\ y, por lo tanto # (Ni) = Ni. 

Corolario. No existe ningun numero cardinal m que satisfaga la desigualdad: 

No <m< Ni. 

. Por reduction al absurdo. Supongase que existe tal numero cardinal m. Como 
m < Ni, entonces existe un subconjunto A c f^i tal que m = #(A). Pero por la desigualdad f^o < m 9 
el conjunto A no es un conjunto contable, por lo que tiene cardinalidad Si. Obtenemos una 
contradiction. ■ 

Ejemplo. Para los siguientes conjuntos bien ordenados A = {a} y B = {b\, b 2 , A3, ..-}, se 
tiene 1 = o(A) y a> = o(B). La suma A + B (union ordenada) de estos conjuntos es el conjunto bien 
ordenado: 

A +B = {a;bub 2 ,b 3 , ...}, 

que es isomorfo al conjunto A, por lo que se tiene oj = o(A), es decir, 1 + oj = oj. Sin embargo, la 
suma B + A (union ordenada) de estos conjuntos es el conjunto bien ordenado: 

B+A = {b h b 2 ,b 3 , ...;«}, 

que no es isomorfo al conjunto A, por lo que se tiene oj ± o(B + A). Sin embargo B es isomorfo a la 

o 

seccion inicial (estricta) s(a) de B + A, por lo que se tiene la desigualdad o(B + A) > cd. 

Por otra parte, como B + A = {b\ 9 #2, #3, = s{a), entonces tenemos que 

o(B + A) = oj + 1 > ex), es decir, 

Analogamente, si A = {a\, «2, «3, a n } y B = {b\, b 2 , 63, ...}, se puede comprobar que, en 
general, para cualquier numero natural n, se tiene 

n + (jL> = (jL>±a> + n. 

Lo que demuestra que la suma de numeros ordinales no es conmutativa. 

Se ve claro que la suma de numeros ordinales es asociativa: 

+ (J 3 + r) = O + P) + r- 

El numero ordinal = o(0) es el elemento neutro para la suma 

+ a = a + = a. 
Ejemplo. Para los siguientes conjuntos bien ordenados: 

A = {au ai) y B = {b\, b 2 , A3, ...}, se tiene 2 - o(A) y ^ = o(,B). El producto A x B de estos 
conjuntos es el conjunto bien ordenado: 
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A x B = {(ai, b\), (#2, b\), (ai 9 #2), («2, #2), (01, #3), («2, 63), ...}, que es isomorfo al conjunto 
A, por lo que se tiene ^ = o(A x /?), es decir, 2 = oj. Sin embargo, el producto BxA de estos 
conjuntos es el conjunto bien ordenado: 

B xA = {(bu (#2, (#3, «i) , (pu a 2 ), (b 2 , 02), (#3, 02), ...}, que no es isomorfo al 
conjunto A, por lo que se tiene cd ± o(B x A). Sin embargo B es isomorfo a la seccion inicial 

o 

(estricta) s((b\ 9 #2)) de B x A, por lo que se tiene la desigualdad o(B x A) > a>, es decir, 
o(B x A) = cd 2 > cd, es decir, 2 cd = cd ± cd 2. 

Se puede comprobar que, en general, para cualquier niimero natural n, se tiene 

n cd = cd ± cd n. 

Lo que demuestra que el producto de niimeros ordinales no es conmutativo. 
Se ve claro que el producto de niimeros ordinales es asociativo: 

a(fiy) = (058)7. 

El numero ordinal 1 = o({0}) es el elemento neutro para el producto 

1 a = a 1 = a. 

Ademas, el producto de niimeros ordinales es distributivo a la izquierda respecto a la suma: 

a (]3 + y) = aft + ay. 
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§ 18.1 ESTRUCTURA DE LOS NUMEROS ORDINALES 

Los numeros ordinales de primera clase, segiin su orden son: 

0,1,2,3,4, 5,... 

Le siguen, el primer ordinal limite o), y los demas numeros ordinales de segunda clase, segun 
su orden 

a), (jj + 1 , o) + 2, o) + 3, o) + 4, o) + 5, . . . 
El segundo ordinal limite es 0)2, que con sus siguientes tenemos 
0)2, 0)2 + 1, 0)2 + 2, a>2 + 3, 0)2 + 4, 0)2 + 5, ... 
. . .siguiendo de la misma manera, se tiene 

0)3, 0)3 + 1, ...; o>4, o;4 + 1, ...; o>>5, o>5 + 1, ...;... ; coco -> co , 
Continuando de la misma manera se tiene 

2 2 22 22 222 

co , co +1, + <^>, <^> + a> + 1, a> + oj2, + 6o>2 + 1,... ; a; + <^> == 2. 

Mas adelante siguen las potencias 

2n> 2~ , ^ 2 3 3,-, 44_ L1 2 3 

0)2, a) 2+ \, ...\u) a)-- a) ,u) +l,...;o),o) + 1, co o)--o). 

Despues 

co 3 , co 3 + 1 , . . . ; o/, a; 4 + 1 , . . . ; co 5 , co 5 + 1 ; 
Prosiguiendo, 

<^> , <^> + 1, ...; w ...; + a; , ... ; a; =: a> , ... ; , ...; „ aw , ...; a;^ , 

...; o)u , ... ; o) etc. 

Sea A un conjunto no vacio de numeros ordinales. Existe entonces un numero ordinal J3 
mayor que cualquier aeA. Entre los numeros ordinales may ores que cualquier a <eA existe uno (y 
unico) fio que es el menor. Veamos dos casos: 

1° El conjunto A tiene un ultimo elemento tfeA. Entonces, es evidente que a' + 1 es el 
primer numero ordinal mayor que cualquier a e A. 

2° El conjunto A no tiene ultimo elemento. En este caso, el primer numero ordinal J3 mayor 
que cualquier a e A, tiene la propiedad de que para cualquier numero ordinal a f < yS, el intervalo 
] a, J3 [ del conjunto bien ordenado s(J3) = s(J3 + 1) = s(J3) +1, contiene a todos los elementos a de A 
may ores que el numero ^ e A. En este caso se dice que El conjunto bien ordenado A converge 6 
tiende al numero ordinal yS, (es decir, J3 es un elemento limite del conjunto A) y se escribe: 

fi = lim a. 

a e A 

En particular, sea °s(fi) un conjunto de numeros ordinales donde yS es un numero ordinal. Si 
s(y8) tiene un ultimo elemento a\ entonces yS = a' +1 y en este caso el intervalo ]a\ a' +2[ tiene un 
unico elemento J3 = a +1, llamado numero ordinal de primer genero (6 numero aislado). Como 
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ejemplos de numero ordinal de primer genero tenemos todos los numeros naturales, todos los 
numeros a> + 1, a> + n, ...; of + 1, oj 3 + oj 2 + oj +1, ... etc. 

o 

Si no tiene ultimo elemento, el intervalo ] a\ [ en donde a' < 0, contiene un conjunto 

o 

infmito de elementos de s(0) y el numero es llamado numero ordinal de segundo genero (6 
numero limite). Como ejemplos de numero ordinal de primer genero tenemos los numeros cj 9 a)2, 
. . . ; co n, co n , oj 2 + cj 9 ... etc. 

A cada numero ordinal a < a>\ le sigue el numero a + 1 < a>i, es decir, un numero de primer 
genero. Significa que el conjunto Ni es confmal a su subconjunto de todos los numeros de primer 
genero. Este ultimo subconjunto, que por el corolario anterior es no contable; tiene tipo ordinal lj\ 
(se puede establecer un isomorfismo f(a) == a + 1, donde a < entre el conjunto Ni y el 
subconjunto de todos los numeros de primer genero). Por otra parte, cada numero a < cj\ tiene un 
elemento limite mayor que el (por ejemplo a + oj). De esto se sigue que el conjunto Ni es confinal a 
su subconjunto de todos los numeros de segundo genero, que, por el corolario anterior tampoco es 
contable y tiene tipo ordinal cj\ 

Teorema 38.1. Si a < aj\ es un numero limite transfmito, entonces existe una sucesion 
(creciente) de numeros ordinales 

oro, a\ 9 a 2 , ... 

menores que a y que tienen a a como su numero limite 

a = lim a n . 

o 

. Por el teorema la seccion inicial a = s(a) es un conjunto contable, por lo 
que sus elementos pueden ser escritos como una sucesion 

00,01,02,... 

Entre estos numeros no existe ultimo elemento, ya que a es un numero de segundo genero 

o 

(notese que el orden en este ultimo conjunto, en general puede no ser el mismo que en s(a)). 
Tomese ao = 0o. Como 0o no es el ultimo elemento del conjunto, entonces existe otro numero mayor 
que el. Sea este ol\ - 0[ x > 0o aquel que tenga el menor subindice i\> 1. Se tiene 

k <0 k , k = 0<h. 

Como 0i x no es el ultimo elemento del conjunto, entonces existe otro numero mayor que el. 
Sea este a 2 = 0i 2 > 0[ x aquel que tenga el menor subindice h ^ h. Se tiene 

0i o <0i l <0i 2 , = f <ii<i 2 . 
Continuando de esta manera, se obtiene 

a = iQ9 a x = iv a 2 = h ...,a n = in , . . . 

en donde 

= i < ii < i 2 < • • • < i n < • • • 
Demostremos que a = lim a n . Es claro que a es mayor que cualquier a n . Falta entonces 

n e IN 

o 

demostrar que no existe ningun e s(a) que sea mayor que todos los 0[ n . Como entre los a n , figuran 
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o 

todos los elementos de s(a), entonces J3 es algiin fik. y como el conjunto de niimeros naturales i n 
crece indefmidamente, existe un linico niimero n tal que i n < k < i n +\. Entonces se tiene 
fik < fii n+l = (Xn+i- En caso contrario el niimero fii n+l hubiera sido elegido en forma incorrecta, pues 
fii n < &k y tendria un subindice k menor que el niimero fit n+l . ■ 

Teorema 39.1. Sea R el conjunto de los numeros reales. Entonces Si < c - #(R). 

. Es suficiente demostrar que existe un subconjunto A c R tal que #(R) = Si. 
Construyamos una particion del intervalo / = ]0, 1 [, en Si conjuntos en la forma / = U I a . 

co < a < a>\ 

Enumeremos todos los numeros racionales del intervalo / = ]0, 1[ como sigue 

r h r 2 , r 3 , ... r n , ... 

Sea x g / un elemento cualquiera de /. El niimero x puede ser representado univocamente 
por la serie infmita 

_ _\_ _\_ jl 



Si dicho niimero permite dos representaciones en sistema binario, tomemos aquella que a 
partir de alguna cifra, le siguen puras unidades. 

Estudiemos el conjunto r nv r ni , r nv r np ... de niimeros racionales. 
Existen dos posibilidades: 

1) Este conjunto no esta bien ordenado (en orden creciente). En este caso hacemos 
corresponder al niimero x el conjunto 7^ r 

2) Este conjunto esta bien ordenado y tiene el tipo ordinal or, en donde oj < a < cj\. En este 
caso hacemos corresponder al niimero x el conjunto I a . 

De esta manera, cada niimero x g / queda contenido en un linico conjunto I a , en donde a> 
< a < o)\. Por lo tanto los conjuntos I a forman una particion de /. Demostremos que para cada 
niimero de segunda clase a el conjunto I a es no vacio. 

En efecto, como existen conjuntos J a de niimeros racionales que tienen tipo ordinal a 
= o(J a ). Tomese alguno de estos conjuntos J a y supongamos que sus elementos son los niimeros 
racionales 



^i? ^3? ^np 



El niimero real x = ~ + ~ + , * ,+ ^ + "-esun elemento del conjunto I a . 



Por el axioma de eleccion, podemos elegir un elemento x a de cada conjunto I a . El conjunto 
obtenido A = { x a } tiene cardinalidad Si. ■ 
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§ 19.1 PARADOJAS DE LA TEORf a de Conjuntos 
Paradoja de Cantor (Conjunto de todos los conjuntos) 

Sea C el conjunto de todos los conjuntos. Por lo tanto, puesto que CgC, entonces 2 C c C. 
Pero 2 c cC implica 2 C < C, lo cual contradice al teorema de Cantor. 

Paradoja de Russell 

Sea Z el conjunto de todos los conjuntos que no se contienen a si mismos como elementos, 
es decir, 

Z := {A | A <£ A } 

Se puede ver que cualquiera de los dos casos Z g Z 6 Z £ Z, siempre lleva a una 
contradiction. 

Conjunto de todos los numeros cardinales. 

Sea ^el conjunto de todos los numeros cardinales. Entonces para cada cardinal a e ^ se 
tiene un conjunto tal que a = #(A a ). Sea 

A = U A a . 

Para el conjunto potencia 2 A de A se tiene 2 A - A#(2 A ) c A, lo que significa 2 A < A , 
contradiciendo asi el teorema de Cantor. 

Paradoja de Burali-Forti (Conjunto de todos los numeros ordinales) 

Sea Wq\ conjunto de todos los numeros ordinales. Como el conjunto #es bien ordenado, sea 
a = o(W). Para la seccion inicial s(a) se tiene que a = o(s(a)). Por lo tanto 

o(s(a)) = a = °(®) 

Esto significa que r & es isomorfo a una de sus secciones iniciales, lo que contradice al 
teorema 33. 

Familia de todos los conjuntos equipotentes a un conjunto dado. 

Sea A un conjunto dado y sea / otro conjunto cualquiera. Para cada i e / considerense los 
conjuntos 

A t :=A x {/} = {(aj\(bj\ ...} 
Aj:=A x {/'} = {{aij\ (a h j\ ...} 



Formamos la familia de conjuntos {A/}/ e/ . Puede verse que {Ai} iG i - /. Sea ,V la familia de 
todos los conjuntos equipotentes al conjunto A. 
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Para el conjunto potencia 2 ^ defmiendo como se vio la familia de conjuntos {Ai}^ •> ya que 
At~ A para todo i e /; se tiene 

{Ai}i^ 2 J 

Por lo tanto, 2 d ~ {A/}/ e 2 7 ^ ^ lo que contradice el teorema de Cantor. 
Familia de todos los conjuntos isomorfos a un conjunto bien ordenado dado. 

Sea A un conjunto bien ordenado dado y sea / otro conjunto cualquiera. Para cada i e / 
considerense los conjuntos 

Ai-.= A x {/} = {(a, 0, (*, 0> •••} 
A 7 -:=A x {/} = {{a u j\(a h j\ ...} 



Estos conjuntos con el orden (a, /) < (b, i) <^> a < b son bien ordenados e isomorfos al 
conjunto A, es decir, A, ^ A. 

Sea .2/ la familia de todos los conjuntos isomorfos al conjunto bien ordenado A. 

Para el conjunto potencia 2 ^ defmiendo como se vio la familia de conjuntos {Ai} iG 2 ■ ' •> ya que 
Ai^A para todo i e /; se tiene 

Por lo tanto, T 4 ~ {A\) i(E 2< < ^ lo que contradice el teorema de Cantor. 
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CAPITULO II 
NUMEROS REALES 

§ 1.2 AXIOMAS DE LOS NUMEROS REALES. 

En este paragrafo se enuncian las propiedades fundamentals de los numeros reales, las 
cuales se toman como axiomas y los numeros reales se defmen axiomaticamente. Las propiedades 
se dividen en tres grupos axiomas de campo, axiomas de orden y el axioma de continuidad. 

.2. El conjunto R se llama conjunto de los numeros reales (y sus elementos se 
llaman numeros reales), si satisface los siguientes axiomas: 

Axiomas de Campo. 

1) Propiedades de Cerradura. Estan defmidas dos operaciones binarias: 
+:RxR^R, (a; b) — » +(«; b)-a + b, llamada suma o adicion y 

•: R x IR — > R, (a; b) — » • (a; b) == a b llamada producto o multiplication. 

2) Las operaciones + y • son asociativas 
Vfl,i,ceR a + (b + c) = (a + b) + c 

V a, ft, b g R a - 

3) Las operaciones + y • son conmutativas 
Va,6 gR a+b = b+a 

V a, 6 g R ab -ba 

4) Existencia de neutros 

30eR I VagR a + = 0+a = a 
3 1 gR I VagR a 1 = la = a 

5) Existencia de inversos 

VagR 3-agR I « + (-«) = (-«)+« = 

VagR\{0} 3a _1 eR I aa l =a l a=l 

6) La operacion producto •: R x R — > R es distributiva con respecto a la operacion suma +: 
RxR^R. 

V a, b, c g R a (b + c) =ab +ac 
Axiomas de Orden 

Existe un subconjunto R + c R llamado conjunto de los numeros reales positivos, que 
satisface los siguientes axiomas: 

7) Propiedades de Cerradura. Estan definidas bien las dos operaciones binarias + y • en R + : 

V«,iGR + a + ftGR + y «JgR + 

8) V a g R-{0} 6 a g R + 6 -a g R + , pero no a ambos 

9) 0$R + , -0 = 0. 
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La relacion a<b se puede definir como sigue: 

a < b <=> b + (—a) e R + 

Axioma de Continuidad 

10) Sean A y 5 subconjuntos no vacios de R, que tienen la siguiente propiedad: 
siVaeA y V b gB se tiene a<b e R + , 
entonces existe un numero ceR, tal que x < c <y para cualesquiera x e A y y <=B. 



66 



chimpintrin@gmail.com 



GUSTAVO VILLALOBOS HERNANDEZ INTRODUCTION AL ANALISIS MATEMATICO 

§ 2.2 INTERPRETACION GEOMETRICA DE LOS NUMEROS REALES 



Con relation a los numeros reales comunmente se utiliza una interpretation geometrica 
tomando en cuenta que entre los puntos de una recta L y el conjunto de los niimeros reales R se 
puede establecer un mapeo biyectivo que conserva la relation de orden. En otras palabras, existe un 
isomorfismo entre los puntos de una recta L, (llamada recta real) y el conjunto de los numeros 
reales R, lo cual permite utilizar las palabras numero y punto como sinonimos. La recta L se denota 
entonces tambien como R. La interpretation geometrica sera utilizada constantemente. 

1 R 
1 1 ► 

Como el conjunto ( R, < ) de los numeros reales es un conjunto totalmente ordenado con la 
desigualdad, se adoptan las defmiciones de los intervalos de los conjuntos totalmente ordenados. 

En ocasiones conviene extender el conjunto R de los numeros reales con dos elementos al 
conjunto R* = R U {+oo, -oo} llamado conjunto extendido de los numeros reales o recta real 
extendida, en donde los elementos +oo, llamado mas infinito y -oo, llamado menos infinite?; son 
defmidos axiomaticamente como sigue: 

Va gR 

1) — oo < a < +oo, — oo < +oo, 

2) a + (+oo) = +oo + a = a — (—oo) = (+oo) — a = +oo, 

3) a + (-oo) = -co + a=a- (+oo) = (-oo) - a = -oo, 

4) para a>0,a (+oo) = (+oo) a = +oo, a (-oo) = (-oo) a = -oo, 

5) para a<0,a (+oo) = (+oo) a = -oo, a (-oo) = (-oo) a = +oo, 

6) (+00) = (+oo) = (-oo) = (-oo) = 0, ^ = ^ = 0, 

7) (+oo) + (+oo) = +oo, (— oo) + (— oo) = — oo, 

8) (+oo)(+oo) = (— oo)(— oo) = +oo, (+oo)(— oo) = (— oo)(+oo) = — oo. 

Para a,kR con a < b, se defmen los siguientes conjuntos: 

a,b] -= {x gR \ a<x <b } - intervalo acotado cerrado o segmento. 

a,b [•= {x gR \ a <x <b } - intervalo acotado abierto. 

a,b [•= {x gR \ a <x <b } - intervalo acotado que contiene extremo inferior. 

a,b]-= {x gR \ a<x <b } - intervalo acotado que contiene extremo superior. 

a, +oo [ := { x e R | a< x } == R + (a) - intervalo no acotado cerrado que contiene extremo inferior. 

a, +oo [-.= {x gR \ a< x } - intervalo abierto no acotado superiormente. 

-oo, b]-= {x gR \ x <b } R~(#) - intervalo no acotado cerrado que contiene extremo superior. 

-oo, b [•-= {x gR \ x <b } - intervalo abierto no acotado inferiormente. 

-oo, +oo [ R, [ -oo, +oo ] := R*, 

a, +oo ] := { x g R* I a <x }, ] a, +oo ] := { x g R* I a <x }, 

-00,6]:= {XGR*| }, ]-00,6 [:= { X G R* | X <b }. 

El numero |ft-a| = |a-ft|se llama distancia entre ay b 6 longitud del intervalo defmido 
port* y 6. 

Para denotar que un conjunto S c R no es acotado superiormente se escribe sup S = +oo. 
Para denotar que un conjunto S c R no es acotado inferiormente se escribe infS = -oo. 
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§ 3.2 Propiedades Fundamentales de LOS Numeros Reales. 

Los axiomas del paragrafo anterior sirven para demostrar las todas principales de los 
numeros reales, de las cuales se tiene entre las principales las siguientes: 

Propiedades de Campo 

1) Simplification 

a) a + c = b + c => a = b. 

b) ac=bcyc±0 => a-b. 

De estas dos propiedades se deduce que los elementos y 1 del axioma 4) son unicos. 

2) Posibilidad de sustraccion y division 

V a, b 3! xeR I a+x = b, el elemento x se denota por x =•> b - a ; 

V a, ieRa* 03! xeR I ax - b, el elemento x se denota por x =: ~ 6 x =•> b/a. 



3) b-a = b + (-a);y 0-a = -a. 
-(-«) = «; 

a (b -c) = ab - ac; 
0a=a0 = 0. 

4) a±0 => b/a = fta' 1 ; y 1/a = a" 1 
a^O => (a _1 ) _1 =a; 

a/> = => = 066 = 0; 
(-a) b = -ab ; y (-a)(-b) = ab ; 
a c ad±bc „ , 

b ± d = —bd— 

a c ac 



a 

b ad 



£_ be 
d 



b±0, c±0, d±0. 



Propiedades de Orden 

Por definition tenemos: a > b <^=> b < a, 

a<b <^=> a<b 6 a-b, 
a>b <^=> Z? < a. 

Ley de Tricotomia. V a, i g R se cumple una, y solo una de las siguientes relaciones: 
1) 6a<b6a = b6b<a; 
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Transitividad: 
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2) a<b y b <c 

3) a<b 

4) a<b yc>0 

5) a<b yc<0 

6) a^O 
7) 

8) 1>0; 

9) ab>0 

10) a<c y b<d 



a<c . 

a + c < b + c 
ac <b c ; 
ac> b c ; 
a 2 >0 : 



-a > -ft. De esto se sigue que a < 

6 (a > y ft > 0) 6 {a < y b < 0); 
a +6 <c + d . 



-a > ; 



Propiedades de Continuidad 

Teorema 1.2. Todo conjunto no vacio A c R de numeros reales acotado superiormente 
(inferiormente) tiene un unico extremo superior (extremo inferior). 

. Sea A c R un subconjunto no vacio de numeros reales acotado 
superiormente (inferiormente) y sea 

B:={yGR |x<jVxeA} (B^jgR |j<xVxgA}) 

El conjunto B de los mayorantes ( minorantes ) de A. El conjunto B no es vacio, puesto que 
A es acotado superiormente (inferiormente). Por el axioma de continuidad, se tiene que 

3ceR I x<c<j VxeAy VjgS. 

El punto c es un mayorante (minorante) de A, por lo tanto c e B. Ademas, el punto c es un 
minorante (mayorante) de B, es decir, c <y (y <c) V y e B. Por lo tanto c = sup A (c = inf A). 

Sean c = sup A y c f = sw/; A dos extremos superiores del conjunto A. Se tiene que c f < c 
puesto que c f = sup A y c es un mayorante de A. Ademas & <c puesto que tambien c = sup Aye' 
es un mayorante de A. Pero entonces c - c y por la propiedad antisimetrica de la relacion de orden < 
de los numeros reales. ■ 

Teorema 2.2. Sean A y B subconjuntos no vacios de R, que tienen la siguiente propiedad: 

VagA y VbGB setienea<#. 

Si Todo conjunto no vacio A c R de numeros reales acotado superiormente tiene un 
supremo, entonces existe un niimero c e R, tal que x < c < y para cualesquiera x e A y y e B. 

. Sean A, B c R no vacios tales, que V a e A y V i g Se ve 

entonces que A es acotado superiormente y B lo es inferiormente. Entonces A tiene un supremo 
c g R, es decir, c = sup A. 

Como cualquier elemento de B es un mayorante de A y c = sup A, entonces c < b \/ b g B, 
es decir c < infB. Queda claro que x <c <y VxeA y V y gB. Mas aun, sw/; A < jVi/Z?. ■ 
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§ 4.2 El Conjunto de los Numeros Naturales 



. Un conjunto AcRno vacio de numeros reales se llama inductivo, si 



n e A 



n + 1 gA. 



1. La interseccion de conjuntos inductivos es un conjunto inductivo. 



. Sea {A/}/ e i una familia de conjuntos inductivos. Entonces 



x e PI At => Jt e A* V /el => x + 1 e Ai V /el => x + 1 e Pi A,-. ■ 




. Se llama conjunto de los numeros naturales a la interseccion IN de todos los 
conjuntos inductivos A,-, que contienen a la unidad 1, es decir, que 1 e A,- V A/. 

Principio de Induction Matemdtica. Sea if c ON conjunto no vacio de numeros naturales, tal 

que: 



Entonces K = ON. 

. Las operaciones de adicion y multiplicacion de numeros reales son cerradas en el 
conjunto ON de los numeros naturales. 

. Sean m, n e ON dos numeros naturales cualesquiera. Hay que demostrar que 
m + fieBNyj/iweON. 

Sea#:={fie«N|m + fie«N V m e ON } c ON. 

Como m e IN => m + 1 e IN, entonces 1 e K. Ademas, si n e K, es decir, si m + fi e IN, se 



Por el principio de induccion matematica, se tiene que K = ON. 
Analogamente, sea K m >= {n \ mn VmelNjclN. 

Como m e IN => m 1 = m e IN, entonces 1g£ Ademas, si fi e .fiT, es decir, si m n e IN, se 
tiene que m(n + l) = mn+m e IN, es una suma de numeros naturales, por lo que m (n + 1) e IN 
y, por lo tanto n + 1 e K. 

Por el principio de induccion matematica, se tiene que K = IN. ■ 

Lema 3. Si n e IN - {1}, entonces n -1 e ON. 



Como 1 e IN, entonces 2 := 1 + 1 e IN y, por lo tanto 1 e K. 

Si ahora m e K, entonces m = n - 1 para algiin w g ON; por lo tanto m + 1 = (n +1) - 1, pero 
como fi + 1 e ON, entonces m + 1 e K. 



1) letf; 

2) neK => 



w + 1 e if. 



tiene que 



m + (fi + 1) = (m + fi) + 1 e ON, por lo que n + 1 e K. 



. Seatf> eR | n e«N\{l} }. 
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Por el principio de induction matematica, se tiene que K = IN. ■ 

. Para cualquier n e IN, el conjunto ^ w { x e IN | n < x } tiene un elemento 
minimal. Ademas: 

min K n = n + 1 

xeIN 

. Sea K c IN el conjunto de todos los n g IN para los cuales la afirmacion del 
lema se cumple. Hay que demostrar que K = IN. 

1) Sea M:={xeBN | x = 1 6 2 < x }. Por la definition de este conjunto se tiene que 
1 eM. 

Ahora, simeM, entonces 6 m = 1 y, por lo tanto m+l=2eM; 

6 2 < m, y entonces 2 < m + 1 g M. 

En ambos casos m + 1 g M, por lo tanto M = IN. 

Significa que, si#ielN-{l}, entonces 2 < fi, es decir, que en realidad 

min {1 < x}= 2. Asi pues, 1 g if. 

x<= IN 

2) Hay que demostrar ahora, que si n g if, entonces n +1 g if. 

En primer lugar, si xe {xelN | « +1 <x }, entonces x-1=:jg{jgIN | ji < y }, 
porque ningun numero natural es menor que 1, por lo tanto 

n + Kx => l<x =>l:£x =^ x-I-jgBN. 
Si n g if, entonces min {n <y) = n + l, es decir, x - 1 > j > n + 1, esto es x > ff + 2. Se 

IN 

tiene entonces, 

xe {xeM | « + l<x} => x>n + 2. 
Por lo tanto, min {#i + l<jt}=#i + 2, es decir, n + le£ Por induction matematica se 

xelN 

tiene entonces que K = IN. ■ 

Corolario l.V m 9 #i e IN n <m => n + 1 <m 
Corolario 2. VwelN, #i + 1 es el siguiente de w en IN. 
Esto significa que si fi g IN, entonces, 3 * £ IN I n < x < n + 1. 

Corolario 3.VwGlN-{l}se tiene que n -1 g IN y el numero n -1 es inmediatamente 
anterior aw. 

Esto significa que si fi g IN - {1}, entonces, 3 * £ IN I n-\ < x < n. 

Corolario 4. Todo subconjunto XclNno vacio de numeros naturales tiene un primer 
elemento. 

Sea K c IN. Si 1 G if, 1 es el primer elemento de K, puesto que 1 < n V n g IN. 
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Supongamos entonces, que 1 £ K, es decir, que 1 e IN - K -> K. Entonces debera 
encontrarse un numero natural n e K\ el cual V/w elN | m < n, m e K y m + 1 e K. Si no 
existiera un fi con esas caracteristicas, entonces se tendria 1 y que m e iT, por lo que tambien 
se deberia tener m+lefy por induccion se tendria que K = ON. Pero esto ultimo es posible solo 
si^i-K = K=0. 

El numero n +1 e ^ asi encontrado sera primer elemento del conjunto If, puesto que, como 
se ha visto, $x <=K \ n <x <n + \.m 

Las propiedades de los numeros naturales hasta aqui demostradas no estan ligadas con el 
axioma de continuidad. 

Teorema 3.2. Todo conjunto no vacio K c IN de numeros naturales acotado superiormente 
tiene un elemento maximo m = max K. 

. Como K c BN es acotado superiormente, entonces tiene un extremo superior 
sup K =: s g R unico. Por la defmicion de extremo superior, 3 m e BN, tal que s - 1 < m < s. 
Entonces m = max K, ya que s < m + 1 y como n e IN, tal que m < n, implica c < fi, entonces 
#i £ if. Es claro que m = s, pues si m < 5, entonces 3 r e R, tal que m < r < s, lo que significa que 
r>m= max K es un mayorante de K y por lo tanto contradice que s = sup K. ■ 

Teorema 4.2. El conjunto IN de los numeros naturales no es acotado superiormente. 

. Supongase lo contrario. Es decir, que IN es acotado superiormente. Entonces 
3 s g R | s = sup IN. Por lo tanto c -1 no es mayorante de IN, esto es 3 « g IN | s - 1 < n < s 9 es 
decir, s < n +1, pero #i +1 e IN, lo que contradice que s - sup IN. ■ 

Corolario. El conjunto IN es un subconjunto confmal del conjunto R. Es decir, 

VxeRBweIN | x<n. 

. De lo contrario IN seria superiormente acotado. ■ 
Corolario (Propiedad Arquimediana). VxeR + Vj eR3«elN | nx>y. 

. Por el corolario anterior, se tiene que 

v i v 

eR=> 3 ii g IN < fi, esto es n x > y. ■ 

l y 

Teorema 5.2. Sea x,v, r gR \ r < x <r + VfieBN. Entonces x -r. 

i y 

. Supongase que r < x. Entonces 3 n e IN | n (x - r) > y, esto es, x > r + , lo 
que contradice la hipotesis. ■ 

Corolario. Sea xgR|o<x<1/w Vug IN. Entonces x = 0. 

Corolario. Vs>03nelN | < 1 / n< 8. 

. Por el principio de Arquimedes 3«g1N | 1 < e #i, es decir, < I / n < s. M 
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Teorema 6.2. Sea A c R conjunto no vacio de numeros reales. 

1) Si 3 sup A, entonces Vs>0 3xeA | x > sup A - s 

2) Si 3 inf A, entonces Vs>0 3xeA | x < inf A + s. 

. 1) Supongamos que x < sup A - s VxeA. Entonces sup A - s es un 
mayorante de A menor que el supremo sup A. 

La demostracion de 2) es analoga. ■ 

Teorema 7.2. Sean A, B <zR dos conjuntos no vacios de numeros reales. Sea 

A+B = {x+y \ x<eA yjeB} 

1) Si A y B son acotados superiormente, entonces sup (A+B) = sup A + sup B 

2) Si A y B son acotados inferiormente, entonces inf (A + B) = inf A + jVi/Z? 

. Para cualquier elemento ceA+Bse encuentran elementos a e A y b e 5, 
tales que c = a + b. Entonces c < A + sw/; 5, lo que significa que sup A + sup B es una cota 
superior de A + B y, por lo tanto sw/; (A + Z?) < sup A + sw/? B. 

\/8>03fleAyAeB, tales que a > sup A - s/2 y 6 > szi/; 5 - s/2. 

Por lo tanto a+b> sup A + sw/; 5 - s. 

Se tiene entonces que sup (A+B)< a + b + s< sup (A+ B) + s, es decir, 

sup (A+ B)< sup A + sup B < sup (A + Z?) + s V s > 0. 
La demostracion de 2) es analoga. ■ 
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§ 5.2 El Conjunto de los Numeros Enteros 

Definition 4.2. Se llama conjunto de los numeros enteros Z, al conjunto 

Z == {xeR | m - n + x donde m, n e IN } 

Notese que el conjunto de los numeros enteros Z es la union del conjunto BN de todos los 
numeros naturales, el {0} y el conjunto Z~ de todos los inversos aditivos de los numeros naturales, 
es decir, Z = UN U {0} U Z . 

. Las operaciones de adicion y multiplicacion de numeros reales son cerradas en el 
conjunto de los numeros enteros. 

. Sean m, n e Z dos numeros enteros cualesquiera. Existen solo cuatro 

posibilidades: 

1) m = 6 n = 0. En este caso la suma m + n es igual a un numero no nulo o a si ambos m y 
n son nulos, y el producto siempre sera cero, por lo que m + n e Z ymweZ. 

2) m,n e ON. En este caso m + fieBNcZ y /wneNcZ. 

3) m,n g Z . En este caso m + weZcZ y /wneNcZ. 

4) melNywe^N 6 bien welNyme -UN. En este caso se tiene que om + fieBNcZo 
m + n g Z c Z. Ademas -(m fi) e UN, con lo que se tiene, mn gZT c Z.B 

Si para dos numeros n^eZ, el numero m = n k~ l e Z, es decir, km = n,en donde m e Z; 
se dice que el numero fi es divisible por el numero k 6 que fi es miiltiplo de k y A: es divisor de n. 

Un numero p e BN se llama numero primo, si tiene exactamente dos divisores distintos en UN. 
Dos numeros p, q e BN se llaman primos relativos si su maximo comun divisor (p, <y) es 1. 

El principio de Arquimedes en los numeros enteros se puede formular como sigue: 

Propiedad Arquimediana. VxgR + VjgR3!«gZ | (n - 1) x <y < nx. 

Lema6.\/ a,b gR 3reQ I a<r<b. 

. Sea #i e UN | < ~ < b - a. Por el principio de Arquimedes, se puede 

_ 1 m - I m m . 

encontrar un entero m e Z, tal que < a < ~~ . Entonces — < 0, pues si no fuera asi, se tendria 

' H n n n ' F ' 

m — l ra t t I ^ ra ^ ra 
< < Z> < — , de donde se seguina ~>b - a. Asi pues r = — e (D y «< ~~ < 6. ■ 

. VxgR3!«g / I #i<jt<#i + l.El numero fi =: [x] e Z asi obtenido, es llamado 
parte entera de x e IR. 

. Se sigue directamente del principio de Arquimedes. ■ 
El numero (x) -=x - [x] es llamado parte fraccionaria de x. Notese que (x) > 0. 
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Divisibilidad 



finicion 5.2. El numero b e Z es divisible por el numero a e Z, lo que se escribe como 
a|#, si 3 m e Z, tal que b = am. En este caso se dice que a divide a b o a es un divisor de b y que ft 
es un multiplo de a. 

. El numero /? e BN se llama numero primo, si tiene un unico divisor distinto 
de 1, a saber el mismo p. Un numero distinto de la unidad que no es primo se llama compuesto. 

Veremos solamente la divisibilidad en IN. 

Divisibilidad por un numero primo p > 2y p ^ 5. El metodo es valido para gran cantidad de 
impares no terminados en 5. 

n n 

N es divisible por n <^> N = X 10 k #k = X 10 k flk + #o = donde m es un entero. 

k=0 k=l 

Hay que sumar a ambos miembros el minimo multiplo de p que termine en 9 y multiplicado 

por ao 

Supongamos que S es el minimo multiplo de p que termina en 9. 

Entonces S + 1 es multiplo de 10. Supongamos que 5 + 1 = 10s y S =ps. Se tiene 

n n 

X 10 k «k + (S + l)ao = mp + S «o = X 10 k «k + 10s ao = mp + ps' do , es decir 

k=l k=l 



10 



Xio k_ V + s« 

V 



p (m+ s'cio). 



Tenemos que el miembro derecho de la igualdad es divisible por 10, pero p es primo por lo 
que (m + s'ao) debe ser divisible por 10. Denotamos m + s'flo = lOnii, y obtenemos 



n 



X 10 " «k + S «0 = jP^l 

k=l 

es decir, para que sea divisible por p hay que multiplicar el ultimo digito de por s y sumarlo al 
numero formado por el resto de los digitos. El resultado debe ser un multiplo de p. 

Analogamente, se puede restar de ambos miembros el minimo multiplo de p que termine 1 
multiplicado por ao 

Supongamos que R es el minimo multiplo de p que termina en 1 

Entonces R - 1 es multiplo de 10. Supongamos que R - 1 = lOr y R =p r\ Se tiene 

n n 

X 10 k «k - (R - l)«o = nm - Kcio = X 10 k «k 10ra = pm - pfa§, es decir 

k=i k=i 



10 



f \ 
Xl0 k "V -ra 

k=l 

V J 



= n (m -r'a ). 



Tenemos que el miembro derecho de la igualdad es divisible por 10, pero n es primo por lo 
que (m - r f «o) debe ser divisible por 10. Denotamos m + s'ao = 10mi, y obtenemos 
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X 10 " «k -rao = pm\ 



k=l 



es decir, para que N sea divisible por p hay que multiplicar el ultimo digito de N por r y restarlo del 
numero formado por el resto de los digitos. El resultado debe ser un multiplo de p. 



Como ejemplo se tiene la divisibilidad por 3. La divisibilidad por 9 es parecida. 
Divisibilidad por 3: 

n n 

N es divisible por 3 <^> A^=XlO k ^k = XloW + ^o = 3m donde mesunentero. 

k=0 k=l 



Al sumar a ambos miembros 9ao 6 restar 21ao, se tiene 



X 10 k «k + 10«o = 3m + 9«o, es decir, 10 



k=i 



Xio k "V + «o 



k=i 



3 ( m + 3#o ) 



Tenemos que el miembro derecho de la igualdad es divisible por 10, pero 3 es primo por lo 
que (m + 3ao) debe ser divisible por 10. Denotamos m + 3#o = lOnii, y obtenemos 



Xio k "V + «o 



k=l 



3m 1 



Repitiendo sucesivamente la misma operacion se obtiene 

n 

X «k = 3m n , es decir, para que N sea divisible por 3 hay que sumar los digitos de N y el 

k=0 

resultado debe ser un multiplo de 3. 
Divisibilidad por 7: 

n n 

N es divisible por 7 Af=XlO k #k = XloW + ^o = 7m donde m es un entero. 

k=0 k=l 

Hay que restar a ambos miembros el minimo multiplo de 7 que termine en 1 multiplicado 
por flo, es decir, restese a ambos miembros 21ao. Se tiene entonces 



X 10 «k - 20«o = 7m- 21ao 5 es decir, 10 

k=i 



XlO k "V-2a 

k=i 



V 



= 7 (m - 3ao). 



J 



Tenemos que el miembro derecho de la igualdad es divisible por 10, pero 7 es primo por lo 
que (m - 3a§) debe ser divisible por 10. Denotamos m - 3a§ = 10mi, y obtenemos 



XlO k "V-2« 

k=l 



V 



7 m i 



es decir, para que N sea divisible por 7 hay que multiplicar el ultimo digito de N por 2 y restarlo del 
numero formado por el resto de los digitos. El resultado debe ser un multiplo de 7. 
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§ 6.2 El Conjunto de los Numeros Racionales 

Definition 7.2. Se llama conjunto de los numeros racionales Q, al conjunto 

Q := { x e R | mx - n donde m, weZ m ± } . 

Notese que el conjunto Q de los numeros racionales es el conjunto de todos los numeros de 

la forma mn l 9 en donde m,weZ. Se denota el producto m n l como ~ 

. Las operaciones de adicion y multiplication de numeros reales son cerradas en el 
conjunto de los numeros racionales. 

El Conjunto de los Numeros Irracionales 

. Se llama conjunto de los numeros irracionales Q f , al conjunto de los 
numeros reales que no son racionales. 

Q ? := {xeR | x<£ Q }. 

Teorema 8.2. Para todo numero real r > existe un unico numero real x > (llamado raiz 
cuadrada de r), tal que, xx x 2 = r. 

. Si r = 0, entonces x = 0, es su unica raiz cuadrada. Supongase entonces que 

r>0. 

SeaI:={xeR + I x 2 < r } y sea Y = {y e R + I y 2 >r). 

(r + l) 2 > r y r 2 < r (r + l) 2 =^> ^ Z y r + 1 g F, por lo que Z ^ y Y ± 0. 

Como VxjeR + x < y x 2 < y 2 , entonces cualquier elemento de X es menor que 

cualquier elemento de Y. Por el axioma de continuidad se tiene que 3cgR I x <c <y VxeXy 

r 

\/y g F, por ejemplo, c = sup X. Notese que c > ^ +r > 0. Hay que demostrar que c 2 = r. 

c 2 — r 

Si c 2 > r, entonces pongamos b m -=c- -> P or ^ < 6 < c y 
(c 2 — r) 2 (c 2 — r) 2 

b 2 - c 2 - (c 2 - r) + ^ 2 = r + ^ 2 > r. Entonces se tiene que b 2 > x 2 V x g X o, \o 

que es equivalente b > x V x e X, lo que nos dice que b es un mayorante de X. Pero b <c - sup X. 
Se ha llegado a una contradiccion. 

Si c 2 < r, entonces, como c > 0, se puede encontrar un numero b < c, positivo, tal que 
r —c 2 

b < 2 C • Se tiene, por lo tanto 

(b + c) 2 = c 2 + #(2c + 6) < c 2 + 36c < c 2 + (r - c 2 ) - r. Significa que HcgI Sin embargo, 
b + c > c = sup X. Se ha llegado a una contradiccion, pues c es un mayorante de X. 

Por lo tanto, la unica posibilidad es que c 2 = r.M 
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Un ejemplo clasico nos muestra que Q f ^ 0. Este ejemplo es el numero s = s^l , es decir, el 
numero s e R + tal que ss -> s 2 = 2. Por el teorema anterior 2 tiene una raiz cuadrada s = ^2 . 
Mostraremos que s no es un numero racional. 

Supongase lo contrario, es decir, que s = yJ2 = ~ , en donde my n son primos relativos, es 

decir (m, n) = 1. Entonces m 2 = 2n 2 , por lo que m es un numero par, es decir, que existe un numero 
r g IN tal que m = 2r. Substituyendo, se tiene que (2r) 2 - 2n 2 , esto es, 2r 2 = n 2 , por lo que n tambien 
es un numero par, lo que contradice que my n sean primos relativos. ■ 
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§ 7.2 UN NUMERO DADO CON UNA SUCESION DE APROXIMACIONES. 



Con sucesiones de numeros racionales en si, se puede representar todo el conjunto de los 
numeros reales, construyendo despues un modelo de analisis matematico de lo que hace la gente 
con los numeros, sin imaginarse su descripcion axiomatica. 

Si se sustituye un numero por su sucesion de sus valores aproximados, entonces tratando de 
sumar dos numeros, se deberan sumar las sucesiones de sus valores aproximados, la nueva sucesion 
asi obtenida se debe considerar como un nuevo numero, llamado suma de los dos primeros. Sin 
embargo, surge la pregunta: £es o no un numero esta ultima sucesion?. Otra pregunta surge cuando 
resulta que diferentes sucesiones podrian ser sucesiones de valores aproximados de un mismo 
numero. Con estas preguntas A. L. Cauchy dio una descripcion exacta y realizo todo el programa de 
la construction de los numeros reales. 

Veamos un metodo que permite de forma unica para cada numero real, construir una 
sucesion de aproximaciones racionales, que nos lleva al sistema posicional de escritura numerica. 

. Si se fija un numero q > 1, entonces para cualquier numero positivo xgR existe un 
unico numero entero m e Z, tal que 

q k <x<q k+i 

. El conjunto S •= { q m+l \ m e Z, q > 1 } no es acotado superiormente, pues 
de lo contrario tendria un extremo superior s •= sup 5, con lo cual, por la definition de extremo 

superior, se encontraria un numero natural n e UN, tal que ~~ < q n+1 < s. Pero entonces se tendria que 
q n+2 < s 9 lo que contradice que s sea el extremo superior. 

Como q > 1, entonces q n < q m para n < m, donde m, n e Z, por lo cual se ha demostrado 
entonces que para cualquier numero c e IR se puede encontrar un numero natural no e UN, tal que 
por cada numero natural n + 1 > fio, se tenga c <q n + 1 . 

De aqui se deduce que para cualquier s > 0, se encuentra un numero mo e UN, tal que para 

todos los numeros naturales m + 1 > mo, se tiene w+ 1 < s. Para esto es suficiente hacer c -= ~ y 

q s 

no : = mo, Entonces ~ < q m + 1 cuando m + 1 > mo. 

Se tiene asi que el conjunto / := {m e Z |x< q m+l , x > } es acotado inferiormente, por lo 
que este conjunto tiene un infimo k + 1 := inf / , que evidentemente sera el numero buscado, para el 
cual q k <x<q k+ \ 

La unicidad del numero k se sigue de el hecho que sim,«eZ, por ejemplo m <n, entonces 
m + 1 < n y por lo cual, si q > 1, entonces q m+l < q n . De esta observacion queda visto que las 
desigualdades q m < x < q m+l y q n < x < q n+l , de las cuales se sigue q k < x < q k+l , son incompatibles 
param ^ n. ■ 

ion 9.2. El numero k que satisface la desigualdad q < x < q k+l , se llama orden del 
numero x, con un numero fijo q. 

Por el principio de Arquimedes, se encuentra un unico numero natural e UN, tal que 



a k q k < x < a k q k + q k 
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Considerando la desigualdad q k < x < q k+l , se puede afirmar que a# e {0, 1,2, ... , (/ — 1}. 
Repetimos el procedimiento partiendo hora en la desigualdad a& q k < x < au q k + q k . Por el 
principio de Arquimedes, se encuentra un unico numero natural a^-i e {0, 1, 2, . . . , q - 1 }, tal que 

a* q k + a k -i q k l <x<a k q k + a*_i q k l + 

Despues de n pasos similares, se obtiene que 

a k q k + ojfc-i^ 1 + ... + a k - n q kn < x < a k q k + q k l + ... + a k - n q k n +q kn . 

Con este algoritmo, a cada numero positivo x se le hace corresponder una sucesion de 
numeros a^u-i ... au-n • •• del conjunto {0, 1, 2, ... , # - 1}, o bien, una sucesion de numeros 
racionales r„eQ, que tienen la forma 

r n :=a k q k + a k - l q kl + ...+a k - n q k \ (*) 

y que cumplen la desigualdad 

r n <x< r n +-^. (**) 

En otras palabras, se construyen las aproximaciones inferiores y superiores del numero x 
mediante sucesiones especiales de numeros racionales defmidas como se vio anteriormente por la 
igualdad r n au q k + oik-i q k 1 + . . .+ CLk- n n - Los simbolos a& au-\ . . . CLk- n • • • son cifras de toda 
la sucesion {r n }. Para obtener de nuevo la sucesion es necesario fijar de alguna manera el orden k 
del numero x. 

Condicionalmente, cuando k > 0, despues de oto se acostumbra a escribir un punto; cuando 
k < 0, a la izquierda de se escriben ceros y despues del ultimo se escribe un punto. 

Ejemplo. Cuando q- 10, se tiene 

2718.28 := 2 • 10 3 + 7 • 10 2 + 1 • 10 1 + 8 • 10° + 2 • 10" 1 + 8 • 10" 2 . 

3.14159 == 3 • 10° + 1 • 10" 1 +4- 10" 2 +1 • 10" 3 + 5- 10^ + 9- 10" 5 . 

Asi el significado de las cifras a* <Xk-i . . . au-n, • • • dependen de la posicion que estas tengan 
con relacion al punto. 

De la desigualdad r n < x < r n + se sigue que a numeros distintos x ^ x f les 

corresponden sucesiones distintas {r n } ± {r\} y por lo tanto diferentes simbolos 
a* a k -\ . . . a k - n . . ., a* a*_i • • • ul n .... 

Surge entonces la pregunta: a cada simbolo de la forma a* OLk-\ ••• oto l e corresponde o 
no algun numero x e R. La respuesta es negativa. 

Notese que, segun el algoritmo, en la sucesiva obtencion de los numeros 
vik-n E {0, 1,2, ... , q — 1 } no puede suceder que todos ellos, empezando de alguno, resulten iguales 
a q - 1. 

En realidad, cuando n > r 
r n = a k q k + ...+ q kr + (q - 1) q krl + ...+ + (q - 1) q kn . es decir, r n = r r + i-"i, 

entonces, como r n •= a* q k + a^-i q k 1 + . . . + au-n q k n , se tiene 
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1 1 1 

y para cualquier n > r, se tiene 



r, + ~ - x< r r + ~^n 



1 1 

< r r + ~th - x < ~im . 

q q 

lo cual, como lo afirma el lema, no puede ser. 

Es necesario tambien senalar que, si entre los numeros a^-i ... au-n • hay aunque sea 
uno menor que q-1, entonces, en lugar de r n - r r + - , se puede escribir 

r n < r r + i-i,esdecir,r w + "i< r r + -hz .(***) 

Ahora nos encontramos en la posibilidad de demostrar que cualquier simbolo ... oto 
compuesto de numeros (x& G {0, 1,2, ... , q - 1 }, en los que no importa que tan lejos, se encuentran 
numeros diferentes de q - 1, le corresponde algiin numero x > 0. 



Efectivamente, por cada simbolo a^_ r _i ... ak- n construyamos una sucesion {r n } de 
3S de la 
ademas, como 



numeros de la forma r n == a/^ ^ + au-i q h 1 + . . . + a/^_ w q k n . Como ro < r\ < . . . < r n < . . ., 



11 11 

r n =r r + ~^--^ , y r n +~^ni< ^r + ^r, 

se tiene entonces 

1 1 1 

r < ri <...<...< r n + < . . . < n + "TT < r + — ^. 

El simbolo de desigualdad estricta se debe de comprender como sigue: Cualquier elemento 
de la sucesion izquierda es menor que cualquier elemento de la sucesion derecha. Lo cual se deduce 
de la desigualdad (***) 

Si tomamos x - min ri min f r n + ), entonces la desigualdad r n satisfara las 

nG BN V q J J 

desigualdades (*) y (**), lo que significa que el simbolo au ... au-n corresponde al numero 
encontrado x e R. De esta forma a cada numero positivo x e R, en forma biunivoca, le corresponde 
un simbolo de la forma . . . oto. . . . , si k > 0, 6 0.0. . .Oa* , si k < 0. 

Al numero x < se le hace corresponder con signo menos, el simbolo del numero positivo 
- x. Finalmente, al numero se le hace corresponder el simbolo 0.0. . .0. . . . 

De esta forma queda concluida la construccion del </-ario sistema posicional de escritura de 
los numeros reales. El sistema mas usado es el sistema decimal (q = 10), y en la tecnica, el sistema 
binario (q = 2). 

Otro metodo de construccion de los numeros reales a partir de los numeros racionales, 
pertenece al matematico aleman R. Dedekind, quien hace corresponder a cada numero real una 
particion de Q (que llamo cortadura) en dos conjuntos disjuntos Ay B, tales que a<ft VaeAy V 
b gB. Con este metodo se utiliza el axioma de continuidad llamado Axioma de Dedekind. 



chimpintrin@hotmail.com 



81 



INTRODUCTION AL AANALISIS MATEMATICO GUSTAVO VILLALOBOS HERNANDEZ 

§ 8.2 La Desigualdad de Bernoulli y El Binomio de Newton 
El factorial n\ de un numero natural n e IN, se define como n\ == n (n - 1)! y 0! := 1 
En particular, se tiene n\ = n (n - 1) (n - 2) (n - 3) • • • 3 • 2 • 1. 

(n\ n\ 

Lema . Para n e IN, se tiene LI == ( w _&)! A:!' en ^ on( ^ e ^ - ^ - w - 

. Para < k < n - 1, se tiene 
n) ( n \ n\ n\ n\ n\ 

+ 1 =7 77777 + 7 77 777777 777 = 7 777777 777 + ' 



k) \k-V~ (n-k)\k\ (n-{k-\))\(k-\)\ ~ {n-k)\k{k-\)\ (n + \-k)(n-k)\(k-\)\~ 

~(n-k)\(k-l)l{n + l-k + k)~(n-k)l(k-l)l(n + l-k)k~(n + l-k)lkl~{ k /" 

Teorema 40.1. (Binomio de Newton). V a, b g R 

k=0 

. Por el metodo de induccion matematica, para n = 1 se tiene a + b = a + b , 
puesto que ( ] = ()]= 1. Supongamos que la formula de Newton es valida para w g IN. Hay que 



demostrar que entonces es valida para n + 1 . 

fa + f\ fa^ , fa^ fa + 1 



o ; lo; ^ w 



Puesto que = = 1 y = = 1 para todo numero natural fi, entonces 



/i + 1 



k=0 k=0 k=0 



-k jjk+1 _ 



n+ 1 




k=\ 

n+l 



a" +l b° + a M bk + i n n + + J) «° = ^ bk = (a + bT+1 ' 



k=l k=0 



Teorema 41.1. (Desigualdad de Bernoulli). Vx>-lyfielNse cumple la desigualdad 

1 +nx< (1 + x) n 

. Por el metodo de induccion matematica, para n = 1 se tiene 1 + x < (1 + x). 

Supongamos que la desigualdad de Bernoulli es valida para w g IN. Hay que demostrar que 
entonces es valida para n + l. 

1 +(n + l)x< 1 + fa + 1)x + jix 2 = (1 + wx)(l +x)<(l +x) w (l +x) = (l +x) w+1 . ■ 
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§ 9.2 Mapeo Valor Absoluto 

ibsoluto. El mapeo abs: R — » R + U {0} , llamado se llama valor absoluto o modulo, 
queda defmido por la igualdad abs(x) := | x |, en donde 




x si x > 
- x si x < 



El numero | x | se llama se llama valor absoluto o modulo del punto xgR. Directamente de 
la definition se sigue que VaeRse tiene | -a \ = \ a |. 

Propiedades del mapeo valor absoluto. 

1) VaeRse tiene a < \a\ 9 -a < |«|y, por lo tanto - | a \ < a < \a\. 

Si a > 0, entonces | a \ = a > - a, en cambio, si a < 0, entonces | a \ = - a > a. En cualquier 
caso se tiene que a < \a\. 

2) Si a g 1R y r > 0, entonces | x - a \ < r a-r <x<a+r 
Supongamos primero que | x - a \ < r. Como -r <-\x -a \ < x-a<\x-a\<r, entonces 

se tiene a-r <x <a+r. 

Reciprocamente, supongamos que a-r < x < a + r, es decir, -r <x -a<r. 

Si x - a > 0, entonces [ x - a \ = x -a<r, (puesto que x < a + r), y 

si x - a < 0, entonces |x-a| = - ( x - a ) = «-x<r, (puesto que a-r < x). 

En cualquier caso, se tiene que | x - a \ < r . ■ 

En particular, para a = 0, se tiene | x | < r <^> - r < x < r. 

3) Desigualdad del triangulo. V a, b e R se tiene |a + ft|<|a| + |ft|. 

Por la propiedad 1) se tiene que -| a \ < a < \ a \ y - | b \ < b < \ b |, de donde se tiene que 
-(\a\ + \b\)<a + b< \ a \ + | b |, de donde, aplicando la propiedad 2), se obtiene la desigualdad 
|a + A|<|a| + |A|.B 

Si a -x-y, b--y-z, entonces a + b = x - z, yla desigualdad toma la forma 
|x-z|<|x-j?| + |3;-z|, llamada desigualdad del triangulo. 

4) V a, b g R se tiene |a-ft|>|a|-|fc|. 

Sea x := a - b y y •>= b, por lo tanto x + y = a. Como x, y e R se tiene entonces, por la 
propiedad 4) que | x + y \ < \ x \ + | y \ , esto es, | a - b \ > | a \ - \ b |. ■ 

5) V a, b e R se tiene |a|-|A|<|a±A|<|a| + |ft|. 

|a|-|A| = |a|-| = h6|<|a-( = h6)| = |a + (±A)| <|a| + |±ft| = |a| + |ft|. ■ 
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La Desigualdad de Cauchy-Schwarz 

n n n 



Si a h . . . , a n e R y b u . . . , b n e R , entonces (X 0* *^) 2 ^ (X %> (X **) 

n n n n 

ComoO< YstMk-bk) 2 V^eRsetiene <X 2 ^a k -2X^a k b k + J^b 2 k . 



n 

k= 1 n n n n 

Tomando X ->= , donde ^ a k =£ 0, se obtiene (X ^ b k ) 2 < a£) ft^). 



2 

h 



2> 



2 A:=l * =1 A:=l A:=l 
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§ 10.2 ENTORNOS 6 VECINDADES. 

Los terminos entomo y vecindad, seran usados como sinonimos. 

Vecindad de un punto. Para 7*1, y 2 g R + se define el conjunto 

E ri ,r 2 (a) == ]a-r h a+r 2 [ = {x eR \ -r\< x-a < r 2 } 

llamado entomo abierto 6 vecindad abierta deaeR con radios inferior r\ g R + y superior r 2 g R + . 

En general, cualquier intervalo abierto que contiene a un punto a g R, se llama entorno 
abierto 6 vecindad abierta de a y se denota como E(a). Tambien se utilizaran las notaciones U(a) y 
V(«). 

Denotaremos como o£f(a) a la familia de vecindades de un punto aeR. 

to. Cualquier vecindad Er u r 2 (a) de un punto a e R, de la que 

o 

se excluye dicho punto a se llama vecindad perforada de a, y se denota como E ri ,r 2 (a). Es decir, 

Er u r 2 (a) := Er 7 ,r 2 («) -{«} = { X G R - {«} | -Ti < X - a < T 2 } 

o 

Denotaremos como o9f(a) a la familia de vecindades perforadas de un punto a g 1R. 

Vecindad de infinite. Para ri, r 2 g R + se define el conjunto 

Er 7 ,r 2 (oo) :={XGR| X<-~6~<x} 

llamado entorno 6 vecindad de infinito con radio inferior r\ g 1R + y radio superior r 2 g R + . 
Denotaremos como o^(oo) a la familia de vecindades de infinito. 

. Los terminos vecindad de infinito y vecindad perforada de 

o 

infinito los tomaremos como sinonimos, por lo que E ri ,r 2 (oo) = Er i; r 2 (oo), y por lo tanto 

o 

Q9f(oo) = G^foo). 

A menos que se diga otra cosa, diremos simplemente vecindad en lugar de vecindad abierta. 

BOLAS 

Como casos particulares de entornos 6 vecindades se tienen las bolas abiertas, es decir, 
aquellas vecindades cuyos radios inferior y superior coinciden, o sea r\ = r 2 r, y al que 
simplemente llamaremos radio de la bola. 

? un punto. Se llama bola abierta de centro aeRy radio r > al conjunto 

E r (a) •= ]a-r, a + r[= {x gR\ \ x - a \ < r } 

De acuerdo a la defmicion de bola x g E r (b) | x - b \ < r . 

Denotaremos como 38(a) a la familia de las bolas de un punto aeR. 
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un punto. Se llama bola perforada de centro a e R y radio r > al 

conjunto 

E r (a) := E r («) -W = {jcgR| < | x -a | < r } 

o 

Denotaremos como W${a) a la familia de las bolas perforadas de un punto aeR. 

Bola de infinito. Se llama bola de infmito de radio r > al conjunto 

E r (oo) := { X G R | I X | > ^ } 

e infinito. Los terminos bola de infinito y bola perforada de infinito los 

o o 

tomaremos como sinonimos, por lo que Er(oo) = Er(oo), y por lo tanto 33( oo) = 33( oo). 

Teorema 9.2. Una familia de vecindades forma, con la inclusion inversa, un conjunto 
dirigido (o^ =) ) sin ultimo elemento. 

. Para Er u r 2 y Er 3 ,r 4 Gozf hagase r < min(r7, r2, r^, 1*4) . Entonces la vecindad Er 
queda contenida propiamente en Er u r 2 fl Er 5 ,r 4 , es decir, 

V Er h r 2 y Er 3 ,r 4 G Q$f 3 Er G | Er h r 2 fl Er 5 ,r 4 =) Er, 

lo que significa que (o^ =) ) es un conjunto dirigido sin ultimo elemento. ■ 

Teorema 10.2. Sea una familia vecindades y sea 33 c: ozf la subfamilia de que consiste 
en bolas abiertas. Entonces 33 forma un subconjunto confmal de o$f. 

. Sea Er u r 2 <EQ$f cualquier vecindad y sea r < min(rj, r 2 ). Entonces la bola E r 
que es un elemento de 33, queda contenida propiamente en Er,,r 2 , es decir, 

V E ri ,r 2 eo^ 3 E r e§ | E ri ,r 2 3 E r , 

lo que significa que (33, id ) es un subconjunto confmal de (o^ =) ) y por lo tanto es tambien un 
dirigido sin ultimo elemento. ■ 

Entornos Laterales 6 Vecindades Laterales 

1) Vecindades laterales de un punto. 

El conjunto E r (a + ) •= E r (a) fl [ a, +oo [ = [ a, a + r [ = {x gR \ < x -a <r } 
se llama vecindad por la derecha del punto ae R con radio r >0. 
El conjunto E r (a~) == E r (a) fl ] -oo, a] = ]a-r,a] = { x g R I 0<a-x<r} 
se llama vecindad por la izquierda del punto aeR con radio r > 0. 

Denotaremos como 33(a + ) a la familia de vecindades laterales por la derecha y como 33(a ) 
a la familia de vecindades laterales por la izquierda del punto aeR. 
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2) Vecindad perforada lateral de un punto. 

O O I 

El conjunto E r (a + ) == E r (a) D [ a, +00 [ = ]a,a + r[={xGR\ 0<x-a<r} 
se llama vecindad perforada por la derecha del punto agR con radio r > 0. 

O O I 

El conjunto E r (a~) == E r («) fl R~( ) = ] a -r, [ = { x e R I < -x < r } 
se llama vecindad perforada por la izquierda de un punto a e R con radio r > 0. 

o 

Denotaremos como a la familia de vecindades perforadas laterales por la derecha y 

o 

como 98(a~) a la familia de vecindades perforadas laterales por la izquierda del punto agR. 

3) Vecindad lateral de infinito. 

El conjunto E r (+oo) E r (oo) n [ 0, +00 [ = ] ^, +00 [ = { x e R I x > ^ } 
se llama vecindad de mas infinito, de radio r > 0. 

El conjunto E r (-oo) == E r (oo) (1 ] -00, 0] = ] -00, - ^ [ = { x e R I x < } 
se llama vecindad de menos infinito, con radio r > 0. 

Denotaremos como 33(+oo) a la familia de vecindades de mas infinito y como 9B(-oo) a la 
familia de vecindades de menos infinito. 

4) Vecindad perforada lateral de infinito. 

Los terminos vecindad de mas (menos) infinito y vecindad perforada de mas (menos) 
infinito los tomaremos como sinonimos, por lo que, 

Er(+oo) = Er(+oo), y por lo tanto 33(+oo) = 9B(+oo), y 
Er(-oo) = Er(-oo), y por lo tanto 9S(-oo) = m(-oo). 

De las propiedades de las vecindades, se sigue que o9^(a) - o^ft) si, y solo si a = b, donde 
puede ser a, 6 e R 6 bien a = b = 00. Igualmente, W{a) = "38(b) si, y solo si a = b, donde puede ser 
a, b e R 6 bien a = b = 00. 

De la misma manera, se sigue tambien que 33(a + ) = W(b + ) si, y solo si a = b; 
W(a~) = m(b~) si, y solo si a = b. Ademas W(a + ) ± m(+oo) si a e R; y 9B(oT) * SS(-oo) si e R. 

Una familia W de vecindades laterales no necesariamente es una subfamilia vecindades o&f 9 
por lo que no puede formar un subconjunto confmal de o$f. Sin embargo 

E r (a) = E r (a + ) U E r (a~); 
Er(oo) = E r (+oo) U E r (-oo) y 

E r (a) = E r (a + ) U E r (a~\ 
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por lo se cumple el siguiente teorema: 

Teorema 11.2. Una familia 98 de vecindades laterales forma con la inclusion inversa, un 
conjunto dirigido (98, 3 ) sin ultimo elemento. 

. Sean Er, yEr 2 e^ dos vecindades laterales y sea r < min (ry, ri). Entonces 
la vecindad Er queda contenida propiamente en Er 7 y en Er 2 , es decir, 

V Er 7 y Er 2 e9S 3 Er e98 | Er d Er, D Er 2 , 

Esto es, (98, 3 ) es un conjunto dirigido sin ultimo elemento. ■ 

Teorema 12.2. Cualquier familia (98, id ) de bolas 6 de vecindades laterales es isomorfa al 
conjunto totalmente ordenado (R + , >), es decir: 

(98,z))-(R + , >) 

. El mapeo /:(98, 3 ) ^ (R + , >) definido por /(Er) := r, es un mapeo biyectivo 
que preserva el orden, es decir, 

VEryEreSB r<r f <=> E r c E r . 

Por lo que / es un isomorfismo y ( 98, id ) es una familia totalmente ordenada. ■ 

Cuando se trate de una vecindad cualquiera, sin importar el 6 los radios; simplemente se dira 
vecindad, y se escribira sin los subindice ry, r2 6 r. Asi los conjuntos anteriores se denotaran 
correspondientemente por: 

E(a), E(a), E(oo), E(a + ), E«), E(a + ), E(a"), E(+oo) y E(-oo). 

Ademas, cuando no sea necesario especificar una familia en especial, ya sea de vecindades o 
vecindades perforadas de un punto o aeR,o vecindades de infmito; en lugar de o£f(a) 6 de o^(oo) 
se escribira o^(-) 6 simplemente Igualmente, en lugar de 98(a), 98(oo), 98(a + ), 98(df ), 98(+oo) 
6 98(-c») se escribira 98(-) 6 simplemente 98; y los elementos de cualquiera de estos conjuntos se 
se denotaran por E(-) 6 simplemente por E. 

Entornos 6 Vecindades en Conjuntos 

. Sea A c R es un conjunto de numeros reales y a e R un punto de 
acumulacion de A. Los conjuntos 

E A (a) -AnE r (a), 
E A (fl) = A nE(fl); 

se llaman correspondientemente vecindad y vecindad perforada del punto a en el conjunto A. 

Notese que si a es un punto de acumulacion del conjunto A, entonces para cualquier 

o 

vecindad E(a), se tiene E A («) ^ 0. 
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ion 17.2. Supongamos A c R es un conjunto no acotado de numeros reales. El 

conjunto 

E A (oo) :=A n E(OO), 

se llama vecindad de infmito en el conjunto A. 

Ahora se pueden definir las vecindades laterales de la siguiente manera: 

Una vecindad lateral es una vecindad un conjunto A, 

E A :=A n E, 
Ea := A n E; 

y que dependiendo del conjunto A se clasifican de la siguiente manera: 

Conjuntos Abiertos y Cerrados 

ion 10.2. Un punto a e R se llama punto adherente deAcR, si para toda vecindad 
E(a), se tiene, E(a) n A + 0. 

Notese que a e R es un punto adherente de A, si no existe E(a) cz (R - A). 

Todos los puntos de A son puntos adherentes de A. Pueden existir puntos adherentes de A 
que no pertenezcan al conjunto A. 

Un punto a e R es un punto frontera de A si en el entorno E{a) del punto a existen puntos 
de A y puntos de R - A. 

Los puntos frontera son puntos adherentes de A y pueden pertenecer, o no, al conjunto A. 

Al conjunto de puntos frontera de A se llama frontera de A, y se denota como 3(A). 

El conjunto de todos los puntos adherentes de un conjunto A se llama adherencia de A y se 
denota como [A] o como A. 

ion 11.2 . Un punto a e R se llama punto de acumulacion o punto Umite de un 
conjunto A c R, si cualquier entorno E(a), contiene al menos un elemento de A distinto de a. 

o 

Notese que a e R es un punto de acumulacion de A c R, si E(a) fl A ^ VE(a). 

o 

Se puede comprobar que si cualquier entorno E(a) contiene al menos un elemento de A, 

o 

entonces cualquier entorno E(a) contiene un numero infmito de elementos de A. 

El conjunto de todos los puntos de acumulacion de A se llama conjunto derivado de A. 

12.2. Un punto a e A c R se llama punto aislado de A, si existe una vecindad 

o o 

perforada E(a) tal que E(a) D A = 0. 

ion 13.2. Un punto a e A a R se llama punto interior de A, si existe una vecindad 
E(a) tal que E(a)<=A. 
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El conjunto de los puntos interiores de un conjunto A se llama interior de A y se denota por 

int(A). 

Un conjunto A es un conjunto de puntos aislados si int(A) = 0. 

. Un conjunto AcRse llama abierto, si todos sus puntos son interiores, es 

decir, si A = int(A). 

. Un conjunto AcRse llama cerrado, si todos sus puntos de acumulacion le 
pertenecen, es decir si todos sus puntos son adherentes. A = A. 

Se puede comprobar que la union de cualquier familia de conjuntos abiertos es un conjunto 
abierto, intersection de cualquier familia finita de conjuntos abiertos es un conjunto abierto, el 
complemento de un conjunto abierto es un conjunto cerrado. 



Ejemplos. 

1) Sea I={^gR|hg1N}, entonces el punto e R es un punto de acumulacion o 
punto limite de X. 

Puede observarse que X es un subconjunto confinal deF={~e!R|x>l},y que 
ademas el punto OeRes tambien un punto de acumulacion o punto limite de Y. 

2) Cualquier punto del segmento [ a, b ] es un punto de acumulacion o punto limite del 
intervalo ] a, b [. Los puntos del segmento [ a, b ] son los unicos puntos de acumulacion 
del intervalo ] a, b [. 

3) Cualquier punto de R es un punto de acumulacion o punto limite del conjunto Q de los 
numeros racionales. 
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§ 11.2 TEOREMAS FUNDAMENTALES SOBRE LA CONTINUIDAD DE LOS NUMEROS REALES. 



Lema sobre los segmentos encajados (Principio de Cauchy-Cantor). 

. Un mapeo /: BN — > X cuyo dominio de definition es el conjunto BN de los 
numeros naturales, se llama sucesion, o mejor dicho sucesion de los elementos de X y se denota 
como {x„gI} WG inO, simplemente { x n } n e in- 

La imagen f(n) g X del numero n e BN bajo la sucesion / se denota como x n y es llamado 
n-esimo termino de la sucesion. 

r 9.2. Una sucesion X\ 9 X2, . .., X n , ... se llama sucesion de conjuntos encajados 
de numeros reales si 

X\ zd X2 3 • • • zd X n zd • • • , es decir, si X„ 3 X n +\ V fi g ON. 

Lema 70. En cualquier sucesion /id/ 2 d-o/„d - de segmentos encajados de numeros 
reales existe un punto ceR que pertenece a todos los segmentos de la sucesion. 

Si ademas es conocido que para cualquier s > 0, en la sucesion I\, I 2 , ... se puede 

encontrar un segmento I n =[a n , b n ] cuya longitud | I n \ = b n - a n < s entonces el punto ceRes 
unico para todos los segmentos, es decir, 

V s > 3 I n =[a n , b n ] \ I I n I = b n - a n < s entonces 3! ceR | c <=I n VweBN. 

. Antes que nada, notese que para cualesquiera dos segmentos l n -\a n , b n ] y 
I m =[a m , b m ], se tiene que a n < b m , pues en caso contrario se tendria a n < b n < a m < b m , lo cual 
significaria que I n y I m serian disjuntos y por lo tanto no estarian encajados. 

Se tiene entonces que para los conjuntos A := { a n } n e ^ y B := { b m } m e ^ se satisfacen las 
condiciones del axioma de continuidad, por el cual existe un numero c e R tal que a n < c < b m 
V a„ g A y V ft m g B. En particular a n < c <b n Vn gIN. Pero esto significa que el punto c e IR 
pertenece a todos los segmentos I n . 

Supongase ahora que existen dos puntos c\ 9 C2 g R que pertenecen a todos los segmentos 7 n . 
Supongase que C\ < c^. entonces V n e BN a n <c\<C2<b rh es decir, < C2 - c\ < b n - a n Vn G BN, 
lo cual muestra que la longitud \ l n \ - b n - a n . de cada segmento I n no puede ser menor que 
s = C2 - c\ > 0. Esta contradiccion demuestra que C\ = c^. ■ 

Lema de la Cubierta Finita (Principio de Borel-Lebesge) 

Recordemos que una familia a = {U} de conjuntos es una cubierta de un conjunto X, 6 un 
sistema que cubre a X, si X c U U. 

Uea 

Ademas, cualquier subfamilia de a que a su vez sea cubierta de X se llama subcubierta de 
X, 6 subsistema que cubre a X. 

Lema //. En cualquier sistema a = {U} de intervalos, que cubre a un segmento lo = [«o, bo] 
existe un subsistema finito que tambien cubre a dicho segmento. 
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. Supongase que el segmento Iq : = [«o 9 bo] no se puede cubrir con un 
subsistema finito de a. Al dividir el segmento Io por la mitad, por lo menos una de las mitades no 
podra cubrirse con un subsistema finito de a. Denotese esta como I\ == [a\ 9 b{\. Procedamos de la 
misma manera y denotemos por I2 : = [#2, bj\ la mitad del segmento por I2 que no puede cubrirse con 
un subsistema finito de a, y continuemos asi sucesivamente. 

Se obtiene entonces una sucesion 7 z) I\ I 2 3 ••• zd I n zd ••• de segmentos encajados, 
cada uno de los cuales no puede ser cubierto con un subsistema finito intervalos de a. Como la 

longitud del segmento obtenido en el paso n es | l n \ - ^^tt~ entonces por el Principio de Cauchy- 

Cantor (lema anterior) existe un punto ceR que pertenece a todos los segmentos I n de la sucesion. 
Como c g Io, entonces existe un intervalo U = ] a, P [ del sistema a que contiene al punto c, es 
decir, a < c < p. Para s = min {c-a, P~c},se encuentra en la sucesion { I n } un segmento I n 
cuya longitud | I n \ < s, pero como c e I m entonces I n c U = ] a, P [. Pero esto contradice que I n 
no pueda ser cubierto con un subsistema finito intervalos de a. m 

Lema del Punto de Acumulacion (Principio de Bolzano-Weierstrass) 

Recordemos que un punto p e R se llama punto de acumulacion o punto limite de un 
conjunto X c R, si cualquier entorno U(p), contiene al menos un elemento de X distinto de p, es 
decir, si para cualquier entorno U(p) del punto p la interseccion de X con el entorno perforado 

o 

U(p) : = V(p) -{p } es no vacia. 

o 

Se puede comprobar que si cualquier entorno V(p) contiene al menos un elemento de X, 

o 

entonces cualquier entorno U(p) contiene un numero infmito de elementos de X. 

. Cualquier conjunto infmito y acotado IcRde numeros reales tiene por lo menos 
un punto de acumulacion. 

. Como X es acotado, entonces X queda contenido en algiin segmento 
/ = [a, b] c R. Demostraremos que por lo menos un punto de / es un punto de acumulacion de X. 

Supongase lo contrario, es decir, que ningun punto de / es un punto de acumulacion de X. 

o 

Entonces cada punto p e / tiene una vecindad V(p) tal que V(p) •= U(p) - { p } no contiene puntos 
de X (6 contiene solo un numero finito de ellos). La familia a = {UO?)}^/ de tales vecindades 
forma una cubierta del segmento /. Por el lema anterior existe una subcubierta {U(/?i), ... , U(p n )} 
fmita de /. Como Ic/, entonces esta subcubierta cubre tambien al conjunto X. Sin embargo, cada 

o 

vecindad V(p) es disjunta con X (6 contiene solamente un conjunto finito de elementos de X), por lo 
tanto la subcubierta {U(/?i), ... , U(p n )} es vacia (6 contiene solamente un conjunto finito de 
elementos de X). Por lo tanto X es un conjunto vacio (6 finito), lo que contradice la hipotesis. ■ 
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CAPITULO III 
LIMITES 

§ 1.3 LfMITE DE UN MAPEO BAJO UN CONJUNTO DlRIGIDO 

. Un elemento b<ER(6b = ooob = +00 6 b = -00) se llama limite del mapeo 
/: A — > R, bajo el conjunto dirigido sin ultimo elemento (A, < ), lo que se escribe /(x) == b, si 

para cualquier vecindad V(b) existe un elemento x e A, tal que /(x) e U(A) para todo x e A tal que 
x >- x, es decir, 

.fe/W != * <=> VU(ft)3x eA,tdque/(jr)eU(ft) Vx>x, xgA. 

(A, ^ J 

Notese que los elementos del conjunto A pueden ser de cualquier naturaleza. Ademas la 
defmicion, como se puede ver, es tambien valida para b = 00 6 b = +00 6b = -00. 

La defmicion anterior es equivalente a la siguiente: 

ion 1.3. A. Un elemento fteR(6ft = oo6ft = +00 6 6= -00) se llama limite del 
mapeo /: A — > R, bajo el conjunto dirigido sin ultimo elemento (A, ^ ), lo que se escribe 

(A 1 ?) := ^' s * P ara cualqui 61 * vecindad U(A) del punto b el conjunto B := { x g A | /(x) £ U(ft)} 
no es un subconjunto confinal de A. 

De acuerdo esta defmicion, las imagenes de todos los x posteriores a x quedan contenidos en 
U(A), es decir, una cantidad infinita; y por el contrario, las imagenes de los x anteriores a x quedan 
fuera de U(b) 9 es decir, solo una cantidad finita. 

Teorema 1.3 (Unicidad del limite de un mapeo). Sea /: A — > R un mapeo defmido en un 
conjunto dirigido (A, < ) sin ultimo elemento. 

Si Mm /(x) = fel y Urn /(x) = ^ entonces ^ = 

. Supongamos b\^b 2 . Tomense \J(b\) y U(Z>2) tales que V(b\) fl U(Z>2) - 0- 

Como y( x ) = p 0r jo q ue 3 x g A, tal que /(x) g U(b) V x > x. 

Analogamente, como ^m y( x ) - jy 2 p 0r i q ue 3 x g A, tal que /(x) g U(#2) V x >■ x. 

Pero (A, ^ ) es un conjunto dirigido, por lo que 3 xo e A | x -< Xo y x -< Xo. Entonces, V 
x >- xo, se tiene que f(x) g V(pi) y f(x) g U(fti), pero, por hipotesis U(b\) Pi U(#2) = 0- Con esta 
contradiction queda demostrado el teorema. ■ 

Teorema 2.3. Sea /: A — > R un mapeo defmido en un conjunto dirigido (A, < ) sin ultimo 
elemento y sea BcA,un subconjunto confinal de A. Si 1™ /(x) = 6, entonces J* 1 * 1 /(x) = b. 

. Para cualquier vecindad U(b\ como /(x) = b, entonces 3 x g A, tal que 

(A, < ) 

/(x) g U(ft) V x >■ x, x g A. Como BcAesun subconjunto confinal de A, entonces 3 xg 5, tal que 
x ■< x. Entonces V x >- x, x g 5, se tiene /(x) g U(ft), es decir, 1™ /(x) = 6. ■ 
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§ 2.3 Base de un Conjunto. 



La familia W$a : = { E c A | E ^ } de subconjuntos no vacios de un conjunto AcR forma 
una base de A, si 



Notese que m A = { E D A \ E e 3Sr }. 

Como E es un subconjunto propio de la intersection Ei fl E 2 , entonces la familia S^U es una 
familia infmita y una base 38a de un conjunto A forma con la inclusion inversa id, un conjunto 
dirigido sin ultimo elemento, es decir, (Wa, 2 ) es un conjunto dirigido, sin ultimo elemento. 

Cuando no haya lugar a confusion respecto al conjunto A c R en discurso, escribiremos 
simplemente W en lugar de Wa- 

finicion 2.3. Se dice que una propiedad se cumple fmalmente (o terminalmente) en SB si 
dicha propiedad se cumple en algiin elemento E de la base 98. 

finicion 3.3. El mapeo /: A — > R se llama fmalmente constante en 38 si es constante en 
algun Eel 

(.3. Un mapeo /: A — » R se llama acotado, superiormente acotado, inferiormente 
acotado; si existe algun M e R tal que V x e A se cumplan correspondientemente las siguientes 
desigualdades: 



V Ei e 9B A , E 2 e ^ a 3 E e ^ a I E c Ei D E 2 



|/(x)|< M, /(x) < M, /(x) >M. 



A continuation se citan algunas de las bases mas utilizadas en el analisis: 



Notation de la Base 3B 



Elementos que la componen 



x — » a, 
x — » a + , 

x — » fl~ 

X — » oo, 
X — » +oo, 
X — > -oo, 



E(a) Vecindades perforadas del punto a. 

° + 

E(a ) Vecindades laterales derechas perforadas del punto a. 



o 



E(a ) Vecindades laterales izquierdas perforadas del punto a. 



E(co) Vecindades de infmito. 
E(+go) Vecindades de infmito. 
E(-oo) Vecindades de infmito. 
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§ 3.3 NOTACIONES DE LANDAU. 

. Sea 98 una base de un conjunto A c R. El mapeo a: A — > R es llamado 

infinitesimal en 98, si 

V U(0) 3 E e 98 I a(E) c U(0) 

finicion 6.3. Sean /, g: A — > R dos mapeos reales y 98 una base deAcR. Se dice que / 
es "o minuscula" de g en 98, lo que se denota como / = o(g) o bien, como / = o(g) en 98, si existe 
un mapeo infinitesimal a: A — > R tal que 

f = a • g en 98. 

Como a(x) = a(x) • 1 en cualquier base 98, entonces a = o(l). Es decir, 
a(r) = o(l) <^> Vs>03Ee9S | |a(x)|<e VxeE. 
Ademas / = o(g) ^ Vs>0 3Eg^ I | /(E) | < s | g(E) | 

Teorema 3.3. Propiedades de o(l). 

1) 0(1) ±0(1) = 0(1) 

2) o(l) • o(l) = o(l) 

3) o(l) -8 = 0(8), 

y si g(x) ± en algun Eg§, entonces = of ~ J 

4) A: -o(l) = o(l) dondefceR 
^=o(l) dondeA;eR\ {0} 

5) o(o(l)) = o(l) 

. En cada caso se toma E c Ei fl E 2 . 

£ £ 

1) oti = o(l) y a2 = o(l) <^> | ai | < 2 y | 0C2 1 < 2 " E n tonces 

£ £ 

I cxi ± 0C2 I < I cxi I + I CX2 I < 2 + 2 ~ 89 esto es ' ~ = oti ± a2 = o(l) 

2) I ai • ot2 I = I ai I I a2 | < £1 • £2 £• Por lo tanto o(l) • o(l) = o(l). 

3) o(l) • g = a • g = o(g), y si g ± en algun Ee§, entonces 
o(l) 1 (I 



4) I a I < jyj =^> | A; a | < £ =^> A; a = o(l). 

1 a 
Y si k ± se hace lo mismo con ^ en lugar de k para obtener ^ = o(l). 



a I < e\k 



a 
A: 



a 

< £ => "T= 0(1). 



5) se deduce de 3) y 2) es decir, o(o(l)) = o(l) • o(l) = o(l). 
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. Sea W una base de un conjunto A c R. El mapeo P: A — > R es llamado 
mapeo fmalmente acotado (o cota superior asintotica) en 93, si 

3 U(0) y3Ee§ | P(E) c U(0) 

. Sean /, g: A — > R dos mapeos reales A c R y 93 una base de A. Se dice que 
/ es "O mayuscula" de g en 93, lo que se denota como / = 0(g) o bien, como / = 0(g) en 98, si 
existe un mapeo finalmente acotado P: A — > R tal que 

/ = P- g en 98. 

Como P(x) = p(x) • 1 en cualquier base 98, entonces p = 0(1). Es decir, 
P(x) = 0(l) <=> 3r>0,EeS I |P(x)|<r VxeE. 

Ademas / = 0(g) <=> 3c>0,Eg« I | /(E) \<c\ g(E) |. 
Teorema 4.3. Propiedades de 0(1). 

1) 0(1) ±0(1) = 0(1) 5) o(l) ±0(1) = 0(1) 

2) 0(1) -0(1) = 0(1) 

3) 0(1) • g = 0(g), y si g(x) ± en algiin Ee§, entonces 



4) A: • 0(1) = 0(1) dondefceR 

^p = 0(l) dondefce[R\ {0} 

5) 0(0(1)) = 0(1) 

. En cada caso se toma E c Ei fl E2. 

1) pi = 0(1) y p 2 = 0(1) o |pi|<ci y I p 2 1 < c 2 . Entonces 

I pi ± p 2 1 < I pi I + I p 2 1 < ci + c 2 =■■ c, esto es, 0(1) ± 0(1) = pi ± p 2 = 0(1). 

2) I Pi • p 2 I = I pi I I p 2 I < ci ■ c 2 =■■ c. Por lo tanto 0(1) • 0(1) = 0(1). 

3) 0(1) • g = P • g = 0(g), y si g ± en algun E e entonces 



4) I p I < Ci ^|A:p|<Ci|A:|=:c^ A; p = 0(1). 



Y si k ± se hace lo mismo con ^ en lugar de k para obtener ^ = 0(1). 



p | < a | k | = c 



< c 



£=0(1). 



5) se deduce de 3) y 2) es decir, 0(0(1)) = 0(1) • 0(1) = 0(1). 
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Teorema 5.3. Propiedades que relacionan a 0(1) y o(l). 

1) o(l) ±0(1) = 0(1); 

2) o(l) -0(1) = o(l); 

3) 0(o(l)) = o(l) y o(0(l)) = o(l); 

4) V b g R b + o(l) = 0(1), en particular, b = muestra que o(l) es tambien 0(1). 

. En cada caso se toma E c Ei D E2. 

1) Para s = |, se tiene | a ± P I < |a| + |p|<| + | = c. Por lo tanto o(l) ± 0(1) = 0(1). 

2) a = o(l) y P =0(1). Entonces para si < ~ , se tiene 

£ 

I a • p I = I a I |p|<sic<~c =s, esto es, o(l) 0(1) = a • p = o(l). 

3) se deduce de 3) de los teoremas anteriores y 6) de los teoremas anteriores es decir, 
0(o(l)) = 0(1) • o(l) = o(l) y o(0(l)) = o(l) • 0(1) = o(l) 

4) Como P = 0(1) entonces existe un c\ e IR + tal que | P | < c\. Sea c := c\ + \ b |. Como 
a = o(l), entonces | a | < s V s > 0, en particular, para e<c\=c-\b\ 9 se tiene 
I a + b \ <\ a\ + \b\<s + \b\<c por lo que b + a = 0(1), es decir, b + o(l) = 0(1). En 
particular b = muestra que o(l) es tambien 0(1). ■ 

Es importante tener en cuenta que, cuando x — > 0, se tiene 

0(x n+l ) = P(x) • x n+l = P(x) x x n = a(x) • x n = o(x n ). 

Ademas, por induccion, se puede demostrar que 

x n+1 = x • 1 • x n = a(l) • x n = o(x n ). 

Sera de mucha utilidad tomar en cuenta que 

si f(x) < o(l) en 98, entonces f(x) = o(l), 
y si f(x) < 0(1) en SB, entonces f(x) = 0(1). 
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§ 4.3 Equivalence Asintotica 

. Sea W una base de un conjunto A c R. El mapeo y: A — » R es llamado 
fmalmente unitario en 98, si 



VU(1)3E 



a(E) c U(l) 



. Sea 98 una base de un conjunto A c R. Se dice que el mapeo /: A — > R es 
asintoticamente equivalente al mapeo g: A — > R en 98, lo que se escribe / ~ g en 98, o bien / ~ g si 
existe un mapeo fmalmente unitario y: A — > R tal que 

/ = y • g en 98. 

Como y(x) = y(x) • 1 en cualquier base 98, entonces y ~ 1, es decir, y(x) = 1 + a(x). Asi, 
y(x) = 1 + a(r) <=> Vs>03Eg^ I |y(x)-l|<s VxeE. 

Ademas /^«Vs>03Eg^ I |/(E) - g(E)| < s | g(E) |. 
De la definicion se deduce inmediatamente que 

fmZ^fmY'8m( l+ S^g + o(g). 

/ _ 

Ademas, si g ^ en algun B e 98, entonces / - g + o(g) <^> - 1 + o(l) - y. 



Teorema 4.3. Propiedades de y(x) - 1 + a(x). 

1) y • / = /, 

2) YYiY, 
Y 



3) -5Y- 



. Sea 98 una base de un conjunto A c R, y sean /: A — > R. Entonces 

1) y-/=i •/=>/• 

2) Y Y = (1 + a)(l + a) = (1 + a + a a) = 1 + a = y. 

i s 1 

3) Sea E e 98 para el cual | a(x) | < 2 < 2 ^ XG ^- Entonces, en este E, se tiene 

1 , x 1 1 1 , x 3 . 1 2 ^ 1 
~ < a(x) < t <^> t < 1 + a(x) < x => 2 > — — — > ~ > -2 = 

2 w 2 2 w 2 1+ a(x) 3 



1 + a(x) 



<2, 



es decir, ~ = — = P en E. 



Ademas, 



y 1 + a 
1 



1 + a(x) 



1 



1 



1 



1 + a(x) 



a(x) 



1 + a(x) 



1 



1 + a(x) 



|a(x)| < 2 2 = s, lo que 



significa que, ^- 1 - 77^- 1 5 a, por lo que se tiene ^ - 1 + a - y. 
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Teorema 23.3. Sea W una base de un conjunto A cR,y sean /, g,h\A^> R. Entonces 

1) /;,/ 

2) f^g^g%f 

3) / ^ g y g^h => / ~h. 

4) fZgy /g^OenalgunEe r % 



\_ I 

fmg 



Es decir, la equivalencia asintotica es una relacion de equivalencia. 
. Para B cz Bi B 2 D B 3 , se tiene, 
!) f%y-fofZf (teorema anterior). 



1 



2) / 7. g <=> f - y g - ~ g <=> g - y / <=> g ~ /• 

3) Sean f~gyg~h, esto es, / = y g y g = y h. Entonces, 

f = yg= : yy ll = y h ^f: h - 

4) Como / g * en algun E e m, f ~g o g = y f oj = y- 





COTA SUPERIOR ASINTOTICA COTA AJUSTADA ASINTOTICA COTA INFERIOR ASINTOTICA 

COTA SUPERIOR ASINTOTICA 

0(g(x)) = {f(x) : existen c; xo > tales que V x > xo : < |/(jc)| < c |g(jt)| } 

5) La cota ajustada asintotica (notacion ©) tiene relacion con las cotas asintoticas superior e 
inferior (notacion Q): 

f(x) = ©(g(x)) si y solo si/(*) = 0(g(x)) yf{x) = Q(x) 

COTA AJUSTADA ASINTOTICA 

0(g(x)) = {f(x) : existen ci; C2, xo > tales que V x > xo : < cig(x) <f(x) < C2g(x)} 

COTA INFERIOR ASINTOTICA 

Q(g(x)) = {f(x) : existen c; xq > tales que V x > xo : < cg(x) <f(x)} 
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§ 5.3 LfMITE DE UN MAPEO BAJO UNA BASE 

ion 9.3. Sea W una base de un conjunto AcRy sea /: A — > B un mapeo defmido en 
A y con valores en B c IR. Un elemento b(bGR6b = ooob = +00 6 b = -00) se llama Hmite del 
mapeo / en la base 98, lo que se escribe lijp fix) b, si fix) - b = o(l), es decir, 

Hm /(*)«* <=> lim/(x)-ft = <=> /(*)-* = o(l). 
Reiterese que ft puede ser # g R 6 b = 00 6 b = +00 6 6= -00. 
En particular, si ft = 0, se tiene lijn fix) = <^> /(x) = o(l). Ademas 
lim f( x ) = b^\/ V(b) 3 E e SB I /(E) c U(ft), es decir, /(x) g U(ft) VxeE, 
6 bien, lim /( X ) = ft ^ Vs>03Eg SB | \f(x)-b\<s VxeE. 

Como se ha visto, una base SB de un conjunto AcR forma una familia dirigida sin ultimo 
elemento con la inclusion inversa (33, id). Ademas, se puede ver tambien, que cualquier familia 
o$(-) de vecindades E(-) forma una base y, una subfamilia 9B(-) de formada con las 

vecindades simetricas (6 bolas) de tambien forma una base; y como se habia visto antes, 

forma un subconjunto confmal de 

Teorema 6.3. Sea /: A — » R un mapeo defmido en un conjunto AcR. Sea o#(-) una familia 
de vecindades E(-) y sea 9B(-) la subfamilia de g#(-) formada con las vecindades simetricas de 
o^(-)- Entonces 

lim fix) = b si, solo si l im , fix) = b. 

(qr^ 2) ' (98, 2) ^ v y 

• Si - ^ entonces /(x) = b se deduce del teorema 2.3, es decir, 

para cualquier vecindad U(A) existe un entorno Er b r 2 (*) e o^(-) (pudiendo ser ri ^ r 2 ), tal que f{x) 
g U(A) V x g Er b r 2 (-). Como SB(-) c: o^-) es una subfamilia confmal de o^(-), entonces existe un 
elemento de SB(-), a saber, Er(-) en donde r < min {r u r 2 }; tal que Er(-) c: Er b r 2 (-), y por lo tanto 
fix) G U(ft) V x g Er(-) g 98(0, lo que significa que Jim /(*) = ft. 

Demostremos ahora que /(x) = ft implica /(x) = b. 

Supongamos que ^m /(x) = ft, entonces para cualquier vecindad U(b) existe un elemento 
Er(-) g 3BQ c Q^i-X tal que /(x) e U(ft) V x g Er(-) e o^Q, lo que significa que /(*) = 6. ■ 

El teorema demostrado muestra que, en teoria de limites, es suficiente trabajar 
exclusivamente con familias de vecindades simetricas (bolas) y los resultados que se obtengan, se 
extienden a familias de vecindades no necesariamente simetricas. 
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§ 6.3 PROPIEDADES ALGEBRAICAS DE LOS LfMITES 

Teorema 11.3. Sean /, g: A — > R mapeos tales que lijp f(x) = b\y lijp g(x) = #2- Entonces 

1) lim (f ±g )(x) = lim f(x) ±Hmg(x). 

2) lim (f g )( x ) = lim f (x) lim^). 

3) hm L \{x) = -f — — si b 2 + 0. 
> » U/ l™g(x) 

lim/(x) = Z >1 /(*)-*, = o(l). 
limg(x) = Z» 2 « g(*)-* 2 = o(l). 

1) (/ ± g)(x) = f(x) ± g(x) = (h + 0(1)) ± (b 2 + 0(1)) = (h ± b 2 ) + (0(1) ± 0(1)) = 
= (bi ± b 2 ) + o(l) , esto es (/ ± g)(x) - (b x ± b 2 ) = o(l), o sea 

lim (/ ± g )(x) = b l ±b 2 = Hm f( x ) ± lim g(x ). 

2) (fg)(x) = f(x) g( X ) = {by + 0(l))(b 2 + O(l)) = b X b 2 + (by + b 2 ) o(l) + o(l)o(l) = 

= b x b 2 + 0(1) + 0(1) = b x b 2 + 0(1), esto es ( fg )(x) - {b,b 2 ) = o(l), o sea 
lim (fg)(x) = bib 2 = Hm f( x ) lim g(x ). 

,x fO,v,_fl*>_ »i + °W _ »i ■ 20) 1 + 1 

1 UJ W " < ?(x).«62 + o(l).a?6 2 + o(l) + 6 2 + o(l) Z>2 1+ o(!) + *2 o(l)a 

^2 ^2 



i £ TT^T) + o(D iT^Ij I (It + °(D ) iT^T) » (fc + 0(1) J ( 1 + 0(1)) 



i^ + (^ + 0°(l) + o (l)°(l)i ^ + o(l),estoes - (f^J = o(l), o sea 

lim f/\ />! 

™UJW A 2 Hm iC ,(. v )- " 

Teorema 12.3. Sea g: 2? — » C cz IR un mapeo defmido en un conjunto B cz R cuya base es 
9B B tal que lim g(y) = c y sea /: A — > B un mapeo defmido en un conjunto A cz IR cuya base es 

S8 A tal queVUe% 3Eg% I /(E) cz U. Entonces 

lim(go/X*) = c,donde y = f(x). 

. La composition go/:A->R esta definida puesto que f(A) cz Z?. Como lim 

g(y) = c, entonces para cualquier vecindad V(c) dec eK existe un elemento U de la base Wis tal 
que g(U) cz V(c). Por las condiciones del teorema, existe un elemento E de la base W$a tal que /(E) 
cz U. Entonces se tiene (g o /)(E) = (g(/(E)) cz g(U) cz V(c), es decir 

lim (8 ° /)(*) = lim *(/(*)) = ^ SCO = c ■ 
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§ 7.3 Teoremas Fundamentales Sobre Limites 



Teorema 7.3 (Sustitucion de mapeos asintoticamente equivalentes). Sea r %A una base de un 
conjunto A c IR y sean g, g, /: A — » Z? c [R mapeos definidos en A y con valores en B c IR tales que 
g~g. Entonces 

1) Si lim(/g)(*) = b, entonces lim (/ g )( x ) = b; y 

2) si g * en algiin E e 98 y lim )(*) - 6, entonces lim {^j(x)-b. 

. En general, para cualquier base b = yb (y ~ 1) . Ademas, como 

• - „ 1 _ 1 

g 7, A' <=> A* - Y A* ysigg^O, g-go—y- setiene, 



1) fg-b = fyg-yb = y(fg-b) = (1 +o(l))o(l) = o(l),y 

g m J g 



2) t-* 5 /--* i f^»-yb = y(±-b)= (l+o(l)) 0(1) = o(l). 



Observation. Esta afirmacion se puede aplicar en en general para los mapeos adicion y 
sustraccion, es decir, lim (/ ± g){x) = b, no implica lim (/ ± g)(x) = 6. Ejemplo, como se 
vera adelante cuando x^O, tan(x) - x y sen(x) ~ x, sin embargo 

lim tan(x) - sen(x) lim x^x 

*->0 x 3 x->0 x 3 ' 

Teorema 7.3. Sea /: A — > R y §8 una base de un conjunto AcR. 

1) Si / es fmalmente constante igual a b en SB, entonces lim /(x) = ft. 

2) Si 3 lim /(x) = b, entonces / es finalmente acotada en SB, es decir / = 0(1). 

3) Si lim /(x) = b\ y lim /(x) = #2, entonces #1 = #2 (ver el teorema de unicidad). 



1) 3 E e SB I /(x) = * V x e 5, es decir, /(x) = ft, por lo tanto /(x) - ft = o(l). 

2) Hm/(x) = * <=>/(x)-ft = o(l) <=> /(x) = o(l) + ft = 0(1). 

3) Supongase que b\ ±b 2 . Tomense Y(b\) y V(ft 2 ) tales que \{b\) fl V(ft 2 ) = 0. 
lim /(x) = Ax y lim /( x ) = b 2 => 3 E 1? E 2 e SB I /(Ei) c V(*i) y /(E 2 ) c V(ft 2 ). 

Como SB es una base, entonces 3 E e SB I E c Ei n E 2 . Entonces /(E) c /(Ei) n /(E 2 ). 
Como E ± 0, entonces /(E) ^ y por lo tanto /(Ei) fl /(E 2 ) £ 0. Pero esto es imposible 
porque /(Ei) fl /(E 2 ) c V(Ai) fl V(ft 2 ) = 0- Con esta contradiccion queda demostrado el teorema. ■ 

Teorema 8.3. Sean /, g: A — > IR tales que lim /(x) = ft] < Z? 2 = limg(x). Entonces 
3 E e S3 | VxeEse cumple la desigualdad 

/w < *(*). 
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\imf(x) = b! ./(.v) b\ =o(l). 
lim g(x) = b 2 « g(x)-b 2 =o(l). 

Como 61 < Z>2, entonces f(x) = b\ + o(l) < b 2 + o(l) = g (x), es decir, /(a:) < g(x) en algiin 
Eeti 

Teorema 9.3. Sean /, g : A — > IR mapeos tales que /(x) = g (x) V x e E de algiin E e § y 
lim /(*) = Entonces lim g (jt) = 

Hm/(x) = * o /(*)-& = o(l). 
Como /(x) = g(x) VxeE de algiin Eg entonces en este E e W, se tiene 
/(*) -b = g(x)-b = o(l), esto es, lim g (*) = b.m 

Teorema 10.3. Sean /, g, h: A ->• R tales que / < h < g en 98 y lim /(*) = lim g ( x ) = 
Entonces lim /j( x ) = b. 

Km /(*) = * »/(*)-ft = o(l). 
lmig(x)=A » g(x)-ft = (l). 

Como f<h<genW, se tiene o(l) = /(x) -b < h(x)-b < g(x) -b = o(l). 
Por lo tanto /z(x) - ft = o(l) en Esto significa que lijp /i(x) = ft. ■ 

. El conjunto BN de los numeros naturales que es un conjunto bien 
ordenado y no acotado; y por lo tanto es un conjunto dirigido sin ultimo elemento. Una sucesion de 
los elementos de X es un mapeo /: BN — > X cuyo dominio de defmicion es el conjunto BN (en el cual 
f(n) -> x n e X), entonces, como caso particular, se tiene la siguiente defmicion: 

10.. . El niimero b e R se llama limite de la sucesion {x w }, lo que se escribe 
f( n ) : =b;si para cada entorno E(#), existe un no g DN tal que, x n g E(#) V n> no. 

Es decir, ^m /(fi) == ft (lo que es mas usual escribir como 1™ x w := ft) si para cualquier 

vecindad E(b) de ft, el conjunto { n g BN | x n £ E(#)} no es un subconjunto confmal de ( BN, < ), lo 
cual implica que todos los x n posteriores a x Wo , es decir, una cantidad infmita, quedan contenidos en 
E(b); y todos los x n anteriores ax Wo , es decir, solo una cantidad finita, quedan fuera de E(b). 

finicion 11.3. Si existe el limite x n = b, se dice entonces que la sucesion {x n } 
converge aft. Si la sucesion {x n } tiene limite, se llama convergente; y si no tiene limite, se llama 
divergente. 
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§ 8.3 DlFERENTES FORMAS DE DEFINIR EL LfMITE DE UN MAPEO 



finicion 1.3 (Limite bajo un Conjunto Dirigido). Sea (A, < ) conjunto dirigido sin ultimo 
elemento y sea /: A — > B c R un mapeo defmido en A. Un elemento ft e R se llama limite del 
mapeo /, bajo el conjunto (A, < ), lo que se escribe 1™. /(x) = ft, si para cualquier vecindad E(ft) 

del punto ft existe un elemento x e A, tal que /(x) e E(ft) para todo x e A tal que x>x. 

( ljm/(x) = ft <=> VE(ft)3ieA I /(x)eE(i) Vx>x,xeA 

Como una base 33 de un conjunto A c R forma una familia dirigida sin ultimo elemento con 
la inclusion inversa, se tiene el siguiente caso particular: 

finicion 9.3 (Limite bajo una Base). Sea /:A^BcRun mapeo defmido en un conjunto 
A c R, y sea 33 una base de A. Un elemento fteRse llama limite del mapeo / en la base 33, lo que 
se escribe lijp /(x) = ft, si para cualquier vecindad E(ft) del punto b existe un elemento B de la base 
m tal que f(B) c E(ft), es decir, 

limf(x) = b^ /(x)-ft =o(l) <=> VE(&)3Be§8 I /(x) e E(ft) VxgB. 

La defmiciones de limite de un mapeo bajo un conjunto dirigido y bajo una base son muy 
generales. La definition de Cauchy, en cambio, requiere definiciones separadas para cada caso, 
cuando: x^ayx^oo;fteRyft = oo; por lo que muchos de los teoremas exigen demostraciones 
por separado. Las definiciones de Cauchy, para cuando iGRyx^flj cuando b e R y x — > oo, 
son: 

ion 12.3 (Cauchy). Sea /: A — > 5 c R un mapeo y sea a e A c R un punto de 
acumulacion de A. Un elemento b e R se llama limite del mapeo / cuando x tiende a a, lo que se 
escribe como A ^™ fl /(*) = ft, si para cualquier s > existe un 8 > tal que | /(x) - ft | < e cuando 
< | x - a | < 5, es decir, 

= b Vs>035>0 I I f{x) - b | < s siempre que < | x - a \ < 5. 
De acuerdo a lo antes visto, esta defmicion de Cauchy, se puede sustituir por la siguiente: 

finicion 12.3. A. Sea /: A — > B c R un mapeo y sea aeAcRun punto de acumulacion 
de A. Un elemento ftelRse llama limite del mapeo /: A — > 5 cuando x tiende a a, lo que se escribe 
como li m /(x) = ft, si /(x) - ft = o(l) cuando x - a = o(l), para x e A o sea, 

Ji fl /W==J <=> fix) — b — o(l) cuando A b x — a = o(l). 

finicion 13.: (Cauchy). Sea /: A — > 5 c R un mapeo defmido en el conjunto A c R. Un 
elemento ft e R se llama limite del mapeo /: A — > Z? cuando x tiende a oo, lo que se escribe como 

i^S) = ^ si P ara cualquier s > existe un 5 > tal que | /(x) - ft | < s siempre que | x | > ~, es 
decir, /(x) = ft <^> Vs>03S>0 || fix) - ft | < s siempre que | x | > ^. 
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(Heine). Sea /: A — » B c R un mapeo y sea a e A c R un punto de 
acumulacion de A. Un elemento JeRse llama limite del mapeo / cuando x tiende a a, lo que se 
escribe como A |j™ fl /(x) = b 9 si para cualquier sucesion {x n } c A que sea convergente hacia a, la 
correspondiente sucesion de los valores del mapeo {f(x n )} converge hacia b, es decir, si 

V sucesion {x n } cA, J™ Xw = a => hm = ft. 
Teorema 13.3. Las definiciones de limite de Cauchy y de Heine son equivalentes. 

. Supongamos que A ^™ a /(x) = b segun de Cauchy. Entonces 

o i 

V E 8 (ft) 3 Es(a) | /(x) e E 8 (ft) siempre que x e Es(a). 

Sea {x w } c A cualquier sucesion convergente hacia a, es decir s: BN — » A. Por la definition 



de limite de una sucesion 3 fi§ e IN tal que V « > «§ , se tiene x n g Es(a), de donde, por la 
defmicion de Cauchy, se sigue que /(x w ) g E 8 (ft). Por lo tanto 

V s > 3 fi§ | Vw>«5 se tiene /(x w ) g E 8 (A), es decir, /(x w ) = ft, lo que significa que 
aL^« ^( x ) ~ ^ segun Heine. 

Por el limite de la composition de mapeos if °s) (x n )= b. Por lo tanto 

(f o s) (n)= Hm /(,(„))= Hm f (Xn)= bf lo que signiflca que Km^ f(x) = b segun 

Heine. 

Reciprocamente. Supongamos que A Jj™ tt f(x) = b segun de Heine. Por reduction al absurdo, 
supongamos que b ^J™^ a f(x) segun de Cauchy, es decir, que 

■ O 

3 E e (b) I V E s (a) 3 x e E s (a), pero que/(x) £ E e (b). 



En particular, para cada 5 > existe una x n g E£ (a), tal que f(x n ) £ E e (ft). Por lo tanto 

(Ji 1 ^) -^w = a -> P ero ([j 1 ^) /(*w) * b, por lo que 6 no es el limite de /(x) segun Heine. Esta contradiction 
completa la demostracion. ■ 

Teorema 26.3 (Heine). A |j™ fl f( x ) = b si, y solo si para cualquier sucesion {x n } de puntos 
x n g A - {a}, que converge hacia a, la sucesion {/(x w )} converge hacia b, es decir, 

J™. /(*) = * <=> J™ /(*.) = * V {*„} BE]N , x„ e A - {a} \ Jim x n = a. 

. La primera parte, es decir, A J™ fl /(x) = b => 1™ = b se deduce 



directamente de la defmicion. Ademas se puede ver que {x n } es un subconjunto confmal de Ea(o). 
Si li m /(x) = ft, entonces para cualquier vecindad U(b) del punto b existe una vecindad perforada 

o o 

Ea(«) del punto a en A, tal que V x„ e Eyi(a) se tiene /(at„) e U(Z>). 
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Para demostrar la parte inversa del teorema, procedemos por reduccion al absurdo. 
Suponiendo que b & A ^^ fl f(x), entonces existe una vecindad U(b) tal que, para cualquier n e ON, en 

O | 

la vecindad E£(a) de radio ~ se encuentra un punto x n e E£(a) pero que f(x n ) i U(b). Esto significa 
q ue J™ x " = a > P ero q ue J™ /(**) * *• ■ 

§ 9.3 Sucesiones 

\5.3. La sucesion {x w } se llama fundamental (6 sucesion de Cauchy), si para 
cualquier vecindad E r (0) de g IR existe un no e BN tal que, x m - x n e E r (0) siempre que m,n> no. 

Teorema 14.3. (Criterio de Cauchy). Una sucesion numerica es convergente si, y solo si es 
fundamental. 

. Supongamos que x n -b. Para r > se encuentra un numero no g IN tal 
r 

que x n -b g Er(0), es decir, | x w - b \ < siempre que n > no. Para m>noyn>no,se tiene 

I II All A I — — - 

lo que significa que x m - x n g E r (0), siempre que m,n> no. 

Supongamos ahora que {x n } es una sucesion fundamental. Para cada r > se encuentra un 
r 

no g IN tal que | x m - Xk \ < 3 • Si fijamos el numero m = no se tiene que para todo k > no 

L L 

Xn ~ 3 ^ X n ^ -^w 3 ? 

como solo existe un numero finito de elementos de la sucesion {x n } no may ores que no, se sigue 
que la sucesion fundamental es acotada. 

Para n g IN denotemos a n == ^ x * Y : = I >5 

De las defmiciones se deduce que a n < a n+ \ < b n +\ < b n . Para la sucesion de segmentos 
encajados [a n , b n ] existe un punto en comun b que es comiin a todos los segmentos. 

Como Vwe]Nfl n <ft< b n y V k>n a n - ^ n Xk<Xk< b n - f \JP Xk, entonces, para k > n 
se tiene | b - x n \ < b n - a n . 

r r r 
Pero entonces, para n > no, se tiene x no - ^ - ^ T n Xk = a n < b n - f \JP Xk < x no + ^ , por lo 

2r r 

que, para n > m, se tiene b n - a n < "y < ^ . 

Asi pues, se ha encontrado que V k > no se tiene | b - Xk \ < b n - a n < r, es decir, se ha 
demostrado que J™ x n = b. m 

ion 16.3. La sucesion {x n } se llama creciente (decreciente), si V n g BN, se tiene 
x n < > y se llama no decreciente (no creciente), si V n g BN, se tiene x n < x n +\ 

(x n > x n +i)- Cualquiera de estos tipos de sucesion se llama monotona. 
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17.3. La sucesion {x n } se llama acotada superiormente (inferiormente), si 
3 M > | V fi e UN, se tiene x n < M (x w > M). La sucesion {x n } se llama acotada si es acotada 
superiormente e inferiormente al mismo tiempo. 

Teorema 15.3. (Weierstrass). Una sucesion no decreciente {x n } es convergente si, y solo si 
es acotada superiormente. 

. Supongamos que {x n } es convergente, es decir, que tiene limite 
(!^<) x n = b. Entonces para r = 1 se encuentra un numero no e BN tal que V n > no, se tiene 

| X n -b | < 1. 

es decir, para n > no, \ x n \ < 1 + | b |. Si se toma M > max{| x |, | x n |, 1 +| b \ }, se tiene que 
V n > no, | x n | < M, es decir, la sucesion {x n } es acotada. 

Supongamos ahora que {x n } es acotada superiormente. Entonces {x n } tiene un extremo 
superior c -= l^{x n }- Por las propiedades del extremo superior, 

V s > 3 xn g {x n } | c - s < x^y < c 

Como la sucesion {x n } no es decreciente, entonces V n > N, se tiene c - s < x^y < x„ < c, 
decir, | c -x n \ = c -x n < s. Por lo tanto, queda demostrado que x n = c. 

Analogamente se puede demostrar que si la sucesion {x n } es acotada inferiormente y no es 
creciente, entonces es convergente. En este caso x n = j^f {x n }. m 

Ejemplos de sucesiones: 

1) fe ^ = 0, si q > 1; es decir, Jim ^ = 0, si ? > 1. 

ji #1+1 

Si x„ := ~if , entonces x w +i = x w para n e UN. 

Como Jim ^±i = lim( 1+ I]I = lim ( ! +1 ] lim I = ! . I = I < 1, entonces existe 

I n + 1 

unA^>0 | V n > N, se tiene ^ < 1, lo que significa que V n > N, se tiene x w +i < x w , es 

decir, despues del elemento x n +\ la sucesion {x n } es monotona decreciente. 

Por la definicion de limite, un numero finito de elementos de la sucesion no influye en la 
convergencia de la sucesion ni en su limite, entonces es suficiente encontrar el limite de la 
sucesion x^v+i > Xn+2 > •••• 

Los elementos de la sucesion son positivos, por lo que la sucesion es acotada inferiormente, 
y entonces tiene un limite. 

r n + 1 

Si x == ™^ x w , y como x n+ \ = ^ x n , se tiene entonces 

* = J™ *n + l = J 1 ™ U ~~ X n = ]™ J 1 ™ X »=q X > de d0nde Se Si § ue 
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^1 -~ jx = 0, es decir, x - 0. 

2) Como consecuencia del problema anterior se tiene ^Jn = 1, es decir, }^J\fn = 1. 
Para uns>0 3JVe BN | V n>N, se tiene 1 < #i < (1 + s) w , es decir, V fi > iV, se tiene 1 
< ^/w < 1 + s y, por lo tanto ^/w = 1 . 

3) De los problema anteriores se deriva que si a > 1, entonces Ve>03#eIN | V«> 
N 9 se tiene 1 < a < (1 + s) w , es decir, V fi > N, se tiene 1 <^Ja <l+sy, por lo tanto 
Jj 1 ^ ^/a = 1, o lo que es lo mismo, J™ ^/a = 1. 



(IN, <) V" - 1 ' w 1W M UV/ 1W Anionic, 

Si ahora < a < 1, entonces j^n = lim — L_ = l - = j=l 

1 1 tOO V # I a CO I 

" 11 lim A " / i 



4) ?T = 0, V 9 e R, esto es, Jjm £ = , V q e R. 



(IN,<) n \ ~ w ' v * ^ JX > W-K>o n \ 

Para <y = 0, la afirmacion es evidente. Como 
demuestre la afirmacion para q > 0. 



a! 



171 



q , 

entonces es suficiente que se 



q 

Como en el caso anterior, se tiene que x n +\ = |_ ^ x n . El conjunto de los numeros naturales 

I Q 

no es acotado superiormente, por lo que 3 jV e ON | V n > N, se tiene < _j_ ^ < 1, lo que 

significa que V fi > iV, se tiene < x w , esto es, la sucesion {x w } es monotona decreciente y 
como todos los elementos de la sucesion son positivos, entonces tiene un limite. 

Si x := Hm Xn , y como x n+1 = x n , se tiene entonces 

r = lim r ,, - lim — 2 — _ Hm —2 — Hm r _ n . r - 

X (IN, <) X " +1 ~ (M, <) w + J X " - (IN, <) n + 1 #i->oo x « - u x - u - 

5) El numero e. 

Demostremos la existencia del limite ^1 > demostrando primero que la sucesion 

n+l 

y n := ^1 + ~ j es decreciente. 

Para fi > 2, utilizando la desigualdad de Bernoulli, se tiene 
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. n 



y n -\ V ' n-\) n 2n n ( 1 V n ( 1 ^ w ^ 



y„~ + ~ (n-l) n + \~ V n-\ J n + \ ~ V n - \) n + 1 



n 

y como los elementos de la sucesion son positivos, entonces el limite 

i Y +1 

Ji™ I 1 + r I existe. Pero entonces 

i iT +1 

lim [ ! + i ] = lim -A ^ = lim 1 + 1 lim 7 x = lim 1 + 1 

n J \ n 



Definition 18.3. 



!= lim f 1+ lY 



row 79.3. Si /: BN ^ B c R es una sucesion, es decir, un mapeo definido en el 
conjunto ordenado de los numeros naturales ( BN, < ), y A c IN forma un subconjunto ordenado 
( A, < ) con el orden inducido de BN, entonces la restriccion /|a: se llama subsucesion de /. 

(Bolzano-Weierstrass). Cada sucesion acotada de numeros reales contiene una 
subsucesion convergente. 

. Sea B el conjunto de los valores de la sucesion acotada { x n } • Si B es un 
conjunto finito, entonces existe al menos un punto x e B, y un subconjunto ordenado 
A fi2, ••• , I tti < W/+1 V i g BN } con el orden inducido de BN, tal que x Hl - x ni - ••• = x. La 

subsucesion { x Hk } es constante y por lo tanto convergente. 

Si B es un conjunto infmito, entonces, por el lema de Bolzano Weierstrass de la continuidad 
de los numeros reales, existe al menos un punto de acumulacion x e R de B, por lo que se puede 

elegir un n\ e BN | | x Hl -x | < 1, un#2 e BN | | x Hl -x | < 2 > • ? un e BN | | x Hk -x | < ^, 
etc. Como £™ ^ = 0, entonces la subsucesion { x Hk } converge haciax. ■ 

10.3. El numero b = f\JP x^ se llama limite superior de la sucesion { x n } y 



se denota por J™ x*, es decir, J™ x* := J™ f up x* 

. El numero ft - J™ x& se llama limite inferior de la sucesion { x„ } y se 
denota por x*, es decir, XA: : = Jim mf Xk 

12.3. El numero b e R (6 b = +oo 6 b = -oo) se llama limite parcial de una 
sucesion, si en ella existe una subsucesion que converge a b. 
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Teorema 16.3. Los limites superior e inferior de una sucesion acotada son 
correspondientemente el elemento maximal y minimal de sus limites parciales. 

. Se demostrara para el limite superior. La demostracion para el limite inferior 

es analoga. 



Sea s ••= Xk. Se sabe que la sucesion s n ••= f\jp xu no es creciente y que J™ s n = s gR. 

V n g IN, al utilizar las propiedades del extremo superior, y por induction, se pueden elegir 
numeros k n e BN tales que s n - ^ < x kn < s n k n < k n+ i- Como J™ s n = J™ (s H - = s, 

entonces, por las propiedades del limite, se puede afirmar que J™ Xk n = s, con lo que se demuestra 
que s es un limite parcial de la sucesion { x n } . Este es el maximo limite parcial, puesto que V s > 
3 n gIN I s n < s + s , esto es, Xk < s n = f\JP Xk<s + s V k>n. 

La desigualdad Xk < s + s para A; > w significa que ningun limite parcial de la sucesion 
puede ser mayor que s + s. Pero s > es arbitrario, por lo que tampoco puede ser mayor que s. ■ 

Corolario. Para cualquier sucesion, el limite superior es el maximo de sus limites parciales y 
el limite inferior es el minimo de sus limites parciales. 

Corolario. Una sucesion tiene limite b e R (6 b = +oo 6 b = -oo) si, y solo si el limite 
superior y el limite inferior coinciden. 

• si 1™ x k = J±22 Xk = +oo (6 = -oo), entonces J™ x k = +oo (6 = -oo). 

Sea g ft = J?®** = 6 e R. Como = mf x* < x* < gug x * = y lim = lim ^ = b ^ 
entonces, por las propiedades del limite x n = b . m 

finicion 23.3. La oscilacion de un mapeo /: A — > R en un conjunto DcA, se llama al 

valor 

CQ(/,D):= SUp \f(x)-f( X ')\. 



Teorema 17.3 (Criterio de Cauchy). Sea W una base de un conjunto A c R. El mapeo /: 
A — > R tiene un limite en la base 98 si, y solo si la oscilacion co(/, E) = o(l), es decir 

3 lim f(x) = b ^ Ve>0 3Eg^ I cq(/, E) < s. 

. Sea lim /(x) = b e R. Entonces, para un elemento s > se puede encontrar 
un elemento EeS, tal que para todo x e E, se tenga \ f(x) - b \ < ^ • Cuando x, x f e E, se tiene 

|/(*) -/(*')!< \f(x)-b\ + \f(x')-b\<^ <s 



lo que demuestra que la oscilacion oo(/, E) < 8. 
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Supongamos ahora que Vs>0 3Eg S | co(/, E) < s. Entonces construyase la sucesion 

61 := 1, 82 := 2' En := n' '"' ^ P ara cac ^ a uno ^ e estos va l° res se encuentran elementos 
correspondientes Ui, U2 , . . U w , . . ., de la base 33, tales que cd(/, U w ) < s w , fi e IN. 

Haciendo Ei := Ui, como 33 es una familia dirigida, 3 E2 e § I E2 ci Ei fl U2. Como 
E 2 cz U2, se tiene co(/, E 2 ) < co(/, U2) < ^ . Repitiendo sucesivamente este procedimiento se obtiene 
por induction la sucesion Ei, E 2 , . . E w , . . ., de elementos de la base, tales que Ei dE 2 d ••■ d E w d 
•••,yco(/, E n )<^n eBN. 

Los elementos de la base no son vacios, por lo que se puede construir una sucesion de 
puntos x n g E n , n e IN, de la que se obtiene una sucesion }. Para s > se encuentra un 

numero n e ON, tal que ~ < s, y puesto que para m<k<n,se tiene, E& d E m d E w , resulta 

\f(x m ) - f(x k ) I < co(/, E„) < £ < 8. 

lo que significa que la sucesion {f(x n ) } es fundamental. Por el criterio de Cauchy, la sucesion 
{f(x n ) } tiene un limite b e IR. Falta demostrar que Ujn f(x) = b. 

Para un s > fijo, se encuentra un iVi e IN tal que, para n > N\, se tiene |/(x w ) - ft | < ^ • Se 

Is £ 

encuentra ahora un N2 e IN tal que < ~^ , esto es, co(/, E# 2 ) < 2 . Sea := max{A^i, N2}, entonces 

|/(x) - ^ I < |/(x) - /(xa.) I + |/(x^) - * I < co(/, Ea.) + § < ^ + |< S.- 

§ 10.3 Series 

. Sea { s n } una sucesion de niimeros reales (llamada sucesion real). Se 
llama serie infmita, 6 suma de la sucesion { s n }, a la suma 

00 

S= J]si-si +s 2 + ••• +s n + 

i=\ 

. El elemento de la sucesion s n e { s n } visto como elemento de la serie 5, se 
llaman fi-esimo termino de la serie 

00 

S= Y,Si-=si +s 2 + ••• +s n + 

f=i 

!0. Sea { s„ } una sucesion real. Se llama serie finita, 6 suma parcial de la 
sucesion de n terminos; a la suma 

n 

S n : = X s i := s 1 + s 2 + * * * + S n 

i=\ 
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. Si la sucesion {S n } de las sumas parciales de una sucesion { s n } es 

oo 

convergente, entonces la serie S = X s i se llama convergente, y si la sucesion { S n } no tiene limite, 

f=i 

oo 

entonces la serie S = X Si se llama divergente. 

f=i 

Si el limite 5 W = 5 de la sucesion { S n } de las sumas parciales de la 

oo 

sucesion una sucesion { s n } existe, entonces el limite se llama suma de la serie S = X s i • 

i=i 

Precisamente en este sentido es como vamos a entender la notacion 

oo 

S = Z *i • 

f=l 

Teorema 18.3 (Criterio de Cauchy de convergencia). La serie s\ + • • • + s n + • • • converge si, 
y solo siVe>03iVe IN | para n>k>N,se tiene \sk + • • • + s n \ < £• 

oo 

. Como la convergencia de la serie S = X s i es equivalente a la convergencia 

/=i 

de la sucesion { S n } de las sumas parciales de su sucesion { s n } , entonces inmediatamente se 
deduce la demostracion aplicando el criterio de Cauchy a la sucesion { S n } . ■ 

Corolario 18.3.1. Si en la serie S = s\ + • • • + s n + • • • se modifica solo una cantidad fmita de 
terminos, entonces, la segunda serie converge si, y solo si converge tambien la primera. 

. Es suficiente aplicar el criterio de Cauchy considerando como un niimero 
mayor al que corresponde la maxima cantidad de elementos modificados en la serie. ■ 

Corolario 18.3.2. Si la serie S = S\ + ••• + s n + ••• converge, entonces la sucesion { s n } de 
sus terminos tiene limite cuando fi^+oo, es decir, 



S = X Sk converge =^> iM{ s n } = 0. 

k=\ K ' ; 

. Es suficiente, en el criterio de Cauchy, hacer m = n, 6 bien, de la siguiente 
manera: Como s n = S n - S n -u entonces 1™> s n = km ($ n S n -i) = ^ S n - ^ S n .i = S - S = 0. ■ 
Ejemplo. La serie 5 = I + q + q 2 + - - + q n + - qs llamada progresion geometrica infmita. 
Como \q n \ = \q\ n , entonces, si \q\ > 1, se tiene \q n \ > 1 y entonces la condicion necesaria para la 
convergencia de la serie S= 1 + q + q 2 + • • • + q n + • • • no se satisface. 



Veamos ahora cuando \q\ < 1. Se tiene S n = \ + q + q + • • • + q n = \-q ^' entonces S 

1 — n 1 

= 1 + q + q 2 + • • • = Jim = — , ya que Hm ^ = , cuando | 9 1 < 1 . 

oo oo J 

Entonces serie geometrica X q n converge si, y solo si \q\ < 1 y en este caso X q n - i • 

w=0 w=0 1 # 
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Ejemplo. La serie 5=1+^- + ^" + ■ • • + ~ + • • llamada serie armonica, es divergente. 

La condicion necesaria para la convergencia de la serie S se satisfacen, pero esta condicion, 
como se vera no es suficiente. Veamos la sucesion { S n } , en donde 

* 1 1 1 
S n = 1+2 +3 + - + ^' 

Como |S 2 „ - 5,| = + ^ + + ' * ' + V^n > n lit = 2 ' entonces > P or el criterio 
de Cauchy, se tiene que esta sucesion no tiene limite. 

Ejemplo. La serie S = 1 - 1+ •••+(- \)n + es divergente, lo que se deduce de que la 
sucesion 1, , 1, 0, ... de las sumas parciales, y de los terminos de la suma no cumple la condicion 
necesaria. 

OO 

. Se dice que la serie X s k converge absolutamente, si converge la serie 



Como + ••• + s n \ < \s\\ + ••• + 1^1, entonces, por el criterio de Cauchy se deduce que si la 



serie ^ \st\ converge, entonces converge tambien la serie S = X s k • 

Ejemplo. En la serie 5=1-1+^-^" + • • • + ~ - "+•••, las sumas parciales son ~ 6 

y ademas la serie converge a 0. 

La serie de los valores absolutos de sus terminos 1 + 1+ t + ^ + •••+ — + — + ••• diverge, 

2 2 n n a ' 

lo que se sigue del criterio de Cauchy al igual que la serie armonica: 



11 11 

• + — — r+ ••• + — ; — + ■ 



+ l n + 1 n+n n+n 



= 2 



1 1 

■+...+■ 



n + 1 n + n 



>2n = 1. 

n+n 



Teorema 19.3. La serie S = S\ + • • • + s n , cuyos terminos son no negativos converge si, y solo 
si la sucesion de sus sumas parciales es acotada superiormente. 

. Se sigue de la definicion de la convergencia de la serie y el criterio de 
convergencia de una sucesion no decreciente, aplicados a la sucesion { S n } . ■ 

oo oo 

Teorema 20.3. Supongamos que A = X a k y B = X ^ son dos series con terminos no 

negativos y que 3JVg IN | V n > N 9 a n < b n . Entonces se tiene que 

a) B es convergente => A es convergente 

b) A es divergente => B es divergente. 

. Una cantidad finita de terminos no influye en la convergencia de una serie, 
por lo que se puede considerar, sin perder generalidad, que a n < b n V n e BN. 
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oo oo 



Si A n := X 0* y B n == X entonces A„ = X 0* ^ Z = B n 

a) Si Z? es convergente, entonces la sucesion { Z?„ } no decreciente tiene un limite B y, por lo 
tanto A n <B n <B V n e BN, es decir, la sucesion { A„ } es acotada por lo que la serie B. 

b) Si A es divergente, por reduccion al absurdo, supongamos que B es convergente. Entonces 
aplicando el caso anterior, se tiene que A es convergente, lo que contradice la hipotesis. ■ 

oo oo 

Ejemplo. Las series ^ y ^ \ n ( n + p convergen 6 divergen juntas, puesto que 

n= \ n= \ 

n n 

n(nTX) < 7? < OT^' y COm ° X*^) = X* ~ <*^T) = 1 - (nTT)' se tiene 

k=\ k=l 

oo oo 

entonces que ^ ' ~ ^ = 1 y, por lo tanto ^ ' tambien es convergente. 

/7=1 fl=l 

oo oo 

Corolario (Criterio de Weierstrass). Supongamos que A = X y B = X ^ son dos series 

oo oo 

para las cuales 3iVe BN | V n> N, \a n \ < b n . Entonces, X bk converge => X ^ converge. 

A:=l k=l 

. Se deduce del teorema anterior ya que: 

oo oo OO 

B = X ^* < 00 2 W < 00 =^ -A = X a k < oo. m 

k=l k=l k=l 



oo 

_ . ^ sin /i . 

Ejemplos. La serie 5 = > ^2 es absolutamente convergente, puesto que 



sin fi 



w=l 



oo 

como se vio en el ejemplo anterior, la serie / ~ es convergente. 

ft 



n=\ 



Corolario (Criterio de Cauchy). Sea 5 = X s k una serie y supongamos que a == J™ *\J\sn\- 

A:=l 

Entonces a) a < 1 =^> S converge absolutamente; 

b) a > 1 => S diverge; 

c) a = 1 => existen tanto series 5 convergentes como divergentes. 
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. a) Si a < 1, entonces se puede elegir q e R tal que a < q < 1. Por la 
defmicion de Kmite superior 3 JVg IN | V #i > iV, ^/js^j < q. De esta forma, cuando n > N 9 se tiene 

oo oo 

1^1 < <y w y, como X (7* < 00 cuando |g| < 1, entonces, por el criterio de Weierstrass, S = X < oo. 
b) Como a es un limite parcial de la sucesion { s n } , entonces existe una subsucesion { s Hk } 



tal que n i]\sn k \ = a. Si a > 1, entonces 3 K e BN | V k > K, | s Hk | > 1 , por lo que la condicion 
necesaria para la convergencia de la serie S no se satisface, por lo que S es divergente. 

oo 

c) a = 1, entonces existen series X s k tanto convergentes, como divergentes. 



CO 

La serie / ~ es absolutamente convergente, puesto que 



7- 



~^2. Sin embargo, 



n=l 



lim ^ / 1 _ lim / ^ _ lim 

W— >oo \ / j| W— >oo \ / ft It^oo 



1 ^2 



CO 

La serie ^ ' ~ es divergente. Sin embargo, 



n=l 



lim A w / I _ lim a / - _ lim 



n 1 



r i ^ 



= l. 



Corolario (Criterio de D'Lambert). Sea S = Xsfc una ser i e y supongamos que 



a 



lim 

(BN,<) 



Sn 

a) 
b) 
c) 



. Entonces se tiene que 



a< 1 
a> 1 
a = 1 



S converge absolutamente; 
S diverge; 

existen tanto series S convergentes, como divergentes. 



a) Si a < 1, entonces se puede elegir q e R tal que a < q < 1. Por las propiedades de los 

Sn+l 



limites 3iVe«N | V n > N, 



< q. Como una cantidad fmita de terminos no influye en la 



convergencia de la serie, se puede considerar, sin perder generalidad, que 



Sn+i 

Sn 



<q V n>N. Como 



Sn+l 



S n -l 



12, 
Si 



Sn+l 
S\ 



115 



INTRODUCTION AL AANALISIS MATEMAtICO 



GUSTAVO VILLALOBOS HERNANDEZ 



se obtiene l^^+i | = \s\\ q n . Pero la serie X |si| q k es convergente, por lo que, por el criterio de 

k=l 



Weierstrass, la serie 5 es absolutamente convergente. 



b) Si a > 1, entonces 3 N e BN | V n> N, 



> 1, es decir < \s n +\\ 9 por lo que la 



ft 

condicion necesaria para la convergencia de la serie S no se satisface, por lo que S es divergente. 



c) a = 1, entonces existen series X ft tanto convergentes, como divergentes. 

k=l 



oo 

La serie / — z es absolutamente convergente, puesto que 



= ~2 . Sin embargo, 



n=l 



lim |*s±l| = lim nl , = lim f— 5_Y = lim fi Y = i 



oo 

La serie ^ ' ~ es divergente. Sin embargo, 



n=l 



lim ft±I _ ii m _J}_ _ lim j 1 



W->00 ft + ] W-K>0 ft +1 



= 1. 



Corolario (Cauchy). Sea S = X ft una ser i e cuyos terminos forman una sucesion monotona 

k=\ 

CO oo 

s\ > S2 > • • • > 0. Entonces la serie X ft converge si, y solo si converge la serie X 2**2* • 

*=1 A:=0 

. Puesto que S2 < £2 ^ ft, 

2S4 < «3 + *4 < 2*2, 
4s 8 <ft+ft + ft+ft<4s 4 , 



2 H S2 n+1 < 52 n+1 + * * * + S2 n+l < 2^2" , 

Sumando estas desigualdades, se tiene 
donde Sfc = ft + *2 + • • • + ft , y Sn = ft + 2*2 + • • • + 2 n S2 n 

son las sumas parciales de las series en estudio. Las sucesiones { Sk} y { S' n } son no decrecientes 
y de las desigualdades se puede deducir que son al mismo tiempo acotadas o no acotadas 
superiormente. Por lo tanto, por el criterio de convergencia de las con terminos no negativos se 
puede concluir que las dos serie convergen juntas 6 juntas divergen. ■ 
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oo 

Corolario. La serie / ~ converge si/? > 1 y diverge si/; < 1. 



n=l 



. Si p > 0, entonces, por lo ya demostrado esta serie converge o diverge junto 

con la serie 



Z1 oo 

k=0 



Esta ultima serie converge si, y solo si q = 2 1 p < 1, es decir p > 1. 

oo 

Si p < 0, entonces es evidente que la serie ^ ' diverge, puesto que en este caso todo sus 



n=l 

terminos son may ores que 1 . ■ 



§ 11.3 El numero e como la suma de una serie. 



n n 



Veamos ahora por la formula del binomio se tiene (^1 + ~ j = ^ ^ ^ , en donde 



k=0 



'n\ n\ 1-2 n n(n-l) (n-k+l) 

k) := (n-k)\ k\ = 1-2 (n-k)- 1-2 k ~ k\ 

por lo que 

, + i)-.£ t-'>v-' +i ^ -t([.-^-g) (> 



n k\ 



k=0 k=0 

sea, 



n 



n . 1 fiCn-l) 1 M n(n-l) (n-k+l) 1 1 1 

n ) n 2! n k\ n n n 



en donde 
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De esta forma se tiene que para n e IN, se tiene 



H . 1 1 1 1 



n 



n ) 1! 2! 3! n\ n 

Por otra parte, para cualquier k < n, se tiene 

Cuando n — > oo la parte izquierda de esta desigualdad tiende ae£=l+yy + ^y + ' * * + £p 
y la parte derecha tiende a e. Por lo tanto ^k=l + ^T + 2T + 3T + **" + ^[ — ^ V A: e IN. 

Pero de la desigualdad (^l < e n = I + yy + + + • • • + ^jy < e, se deduce que 

Km 1 1 1 1 

cuando fi — > oo, se tiene que e n = I + Yi + 2T + 3T + '" + nT~^' 

De acuerdo a la definition de la suma de la serie, se puede escribir entonces 

1 111 1 
e = 1 + 77+o7 + Tr+ , * , + — T + ••• 
1! 2! 3! n\ 

Veamos de otra forma que e n = 1 + yy + ^y + ^y + * • • + ^y < e n +\ = e n + ( w +i)! • 

Ademas e n := 1 + "yy + ^y + - - . + ^y- <c 1 + 1 + 2 + '" + 2" ~ ^ ~ 2^ < ^' es ^ ec ^ r? ^ a 
sucesion { e n } es creciente y acotada superiormente y por lo tanto el conjunto no vacio { e n } tiene 

n 

extremo superior e sup { e n } = J™ (^1 + ~" j • 

ill 1 , ., i '1 1 j 1 ' 

La serie e = I + yy + ^y + ^y + • • • + — + • • • es muy util para el calculo del numero e. 



un 



Calculemos la diferencia e - e n : 



1 1 1 1 

0<e-e n = 7— -7T. +/ tl ,oM + /-xaM + — = : 



(n + 1)! (n + 2)! (n + 3)! " (ji + 1)! 



1 1 

1 + fi + 2 + (fi + 2)(fi + 3) + 



< 



1 

< 



1 1 

1 + — + 7 — T^I+ •• 



(n + 1)! L n + 2 {n + 2y 



1 1 n + 2 1 



(n + 1)! 1 w!(w + lr w!w " 

1 " (n + 2) 



Asi, para que la discrepancia absoluta de aproximacion del numero e mediante la serie finita 
e n , no sea mayor que, por ejemplo 10" 3 , es suficiente que ^ < 10" 3 . Esta condition la satisface e$. 
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El valor aproximado de e, es: 
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e = 2.71828182845904523536028747135266249775724709366995... 



Demostremos ahora que para cualquierx e R: 



limfi+I 

Sea /: R + — > IN un mapeo, definido por la igualdad 

/(x) == [x] == max {zeZ I z ^ * } 

Ademas, sea la base x — » +00 (de vecindades de +00) y 33 y la base fi — » +00 (#1 e IN). 

Entonces, V E Y = { n e BN | n > N } e W Y 3 E x = { x e R | x > N + 1 } e W x tal que 
/(Ei)cE F . 

Se ha visto anteriormente que 

n n 

fe*i(») = fe(l+^Tj = fe*2(») = fe(l+;;J =fe^(n) = fe( 1+ I 



w+1 



= e. 



Por el teorema del limite de la composition de mapeos, se tiene 



(gi°fKx) = 



1 +• 



1 



H + ^f)(x)=[i +[x] 

cada una de las cuales tiene como limite cuando x — » +00 el numero e. 
Ahora, observemos que, si x > 0, entonces 



1 >M 



^ (*3°/)(*) = 



1 +■ 



1 + 1 



fi + 1 



M + i 



< n + i| < 



1 + 



1 



M + i 



y como el primer y el tercer miembros de las desigualdades tienden a e cuando , por el teorema se 

X 

deduce que ^ m 1 + ~ = e. 



X 

Falta demostrar que ^1 + ~ 1 = e. Haciendo x == - 1 - 1, 



x . -l-t 

lim[ 1+ I) = lim[i+— l - 



lim h 



l+t 



-i-t 



.Mm 1 1+7 



1+f 



lim 

^ ^ +00 



= lim h +7 ) lim \\+\ \ = e -\=e. 



Demostremos por ultimo que 



lim(i+i) = e. Seas>0. 
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Como li m 1 + — ) = e, entonces 3 r\ e R + | para x > r\ se tiene 



l+-\-e 
x 



<s. 



y como }^ ( 1 + ~ ) = e, entonces 3 r 2 e R + I para x < -r 2 se tiene 



1 +- -e 
x 



<8. 



Entonces, cuando x > r := max { ri, r 2 }, se tiene 

X 

limfi+ri = 



1+- I -e 

x 



< s, es decir, 



§ 12.3 Mapeos Logaritmicos y Exponenciales 

JO. J. El mapeo exponencial exp tt : R — > R + , con base a g R + - {1}; se pueden 
definir mediante la igualdad: 

exp«(x) := a*. 

En especial, si a = e, se escribe exp(x) en lugar de exp^(x) y se llama simplemente mapeo 
exponencial (sin mencionar la base). 

En el programa escolar se defmen las potencias como 

1 n+l n 

a := a y a ••= a • a. 

Ademas, a := 1 y a n == ~?f de donde se siguen 

9 ^ = a m - n , a m ■ a" = a m+ " , a"=(a n ) m y a~" = (a")\ 



Propiedades: 



3) 
4) 
5) 
6) 
7) 



a = a; 

a x i a x 2 = a*i +* 2 ; 

< (xi < X2), si a > 1; 

> a *2 (xi < x 2 ), si < a < 1 ; 
El conjunto de valores de exp«: R — > R + es el conjunto R + de los numeros reales 



positivos. 



Las propiedades 3) y 4) del mapeo exponencial exp«: R — » R + , con base a e R + -{1}, 
muestran que dicho mapeo es biyectivo, y por lo tanto, que tiene un mapeo inverso. 

31.3. El mapeo logaritmico log«: R + — » R, con base a e R + -{1}; se pueden 
definir como la inversa de la funcion exponencial. En especial, si a = e, se escribe In en lugar de log e 
y se llama logaritmo natural. Se tiene entonces: y = log«(x) <^> x = exp«(y) = a y . 

Propiedades: 

1) loga(a) = 1; 

2) log«(xi-x 2 ) = log«(xi) + log«(x 2 ); 

3) log«(xi) < log«(x 2 ) (xi < x 2 ), si a > 1; 

4) log«(xi) > log«(x 2 ) <=> (xi < x 2 ), si < a < 1 . 

5) El conjunto de valores de log«: R + — » R es el conjunto R de los numeros reales. 



Se tiene entonces: Vxe R log«(« x ) = x; Vje R + a 
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§ 13 .3 Mapeos Trigonometricos con el Orculo Trigonometrico 




cos A cos B 

2 2 

En una circunferencia x + y = 1 de radio r = 1, para cualquier angulo A, se defmen los 
mapeos seno y coseno de la siguiente manera: cos A = x y sen A=y. 

Se sigue de la defmicion, que sen = 0, cos 0=1, sen = 1, cos = 0, sen n = 0, 
cos n= -1, sen =-1, cos = 0. 

En una circunferencia x + y = 1 de radio r = 1, se obtienen los mapeos seno y coseno de la 
diferencia de dos angulos, de la siguiente manera: 

sen (A—B) = sen A cos B - cos A sen B 
cos (A—B) = cos A cos B + sen A sen B 
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Se sigue inmediatamente que sen (- B) = 
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- sen B y cos (- B) = cos B. 
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§ 14.3 Mapeos Trigonometricos como Series de Potencias. 

oo 

Adicion y Multiplication de Seriet . La adicion y la multiplicacion de dos series A = X a n y 



n=0 



B = ^b n se pueden realizar correspondientemente, de la siguiente manera: 

n=0 

oo oo n 

A+B = Z(a n +b n ) y A B = X X 

w=0 w=0 A:=0 

es decir, A + Z? := (ao + 60) + (fl\ + #1) + • • • + (fln + b n ) + • • • ; y 

AB= (fl *o) + («i *o + flo b\) + • • • + (a n b + b x + • • + a x b nA +a b n ) + • • • . 

Teorema 21.3. El producto de dos series absolutamente convergentes es una serie 
absolutamente convergente y su suma es igual al producto de las sumas de las series multiplicadas. 

00 00 

. Para obtener el producto de las series A = ^a n yB=^b n observese que 

n=0 n=0 

n 

en cada suma finita X (dn-kbk) de terminos de la forma a n .kbu se toma un numero n e IN tal que el 

k=0 

producto de las sumas A n = a\ + #2 + «3 + ■ * • + a n y B n = b\ + 62 + *3 + ■ * • + b n contiene todos los 
elementos de la suma inicial, por lo que 



11 



X (an-kbk) 



k=0 



< X \a n -kbk\ = X \ a k\ X 1**1 - X W X 1**1 de donde se deduce la 

k=0 k=0 k=0 k=0 k=0 



convergencia absoluta de la serie X (a n -kbk) y cuya suma queda univocamente defmida, 

A:=0 

independientemente del orden de los sumandos, por lo que se puede obtener como el limite del 
producto de las sumas A n = a\ + + + • • • + a n y B n - b\ + 62 + *3 + ■ • ■ + b n cuando fi^oo, ya 
que, A n B n ^AB cuando n^oo. 



Se tiene entonces A B := X X (an-kbk), es decir, 

n=0 k=0 

AB = (a b ) + (ai #o + ao *i) + • * • + (0* *o + b x + • • • + a x b n . x + a b n ) + • • • . ■ 

32.3. Una serie es alternada si cualesquiera dos terminos consecutivos son de 

00 

signo contrario, es decir, A = ^(-l) n a n , en donde a n > V n e ON. 

rc=0 
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Teorema 22.3. Si en una serie alternada A = ^(-l) n a n sus terminos son decrecientes en valor 



n=0 



absolute, es decir a n = |(-l) n a n | > = a n +\ V n e IN, entonces la sucesion {A n } de las 



sumas parciales A n = Z(~l)* fl * tiene los terminos ordenados de la siguiente manera: 
Ai <A^< <A 2 , + i < ••• <A< .. <A 2 ,< ••• < A 2 <A 



. Puesto que a n > a n +\ V n e IN, se tiene, 
A 2 „+ 2 -A 2n = Z (-1)* - Z (-1)* <** = «o - «i + • • • + a 2n - ain+i + 02*1+2 - (a - fli + • • • + a 2n ), esto 
es, A 2 „+ 2 - A 2 „ = - fl^+i + a 2 „+ 2 < 0. 

2/i+l 2/z-l 

A 2 „+i - A 2w -i = Z(-1)W - Z(-1)V = ao - a\ + «2n-i + a 2n - ct 2n +\ - («o - «i + «2n-i), esto 

es, A 2 ^+i -A 2n -\ = a 2n a 2n +\ > 0. ■ 

U.3. Los mapeos trigonometricos sen: R — > R, llamado seno y cos: R — > R, 
llamado coseno; se pueden defmir mediante las siguientes series: 



2/1+1 



sen 



2n+l 



(2n+l)! 



+ - y 



w=0 



cos(x) == ^(-ir (2^)!= 1 -2! + 4!-6! + - + ^ (2^ 



+ 



w=0 



De la defmicion se sigue inmediatamente que para x = ambas series convergen y que 
sen(0) = Oy cos(0) = 1. 



Para cualquier a e R, se tienen dos series numericas, en donde 

Jln+l 



lim 



a 



(2w+l)! 



a 



7n-T 



lim 

n^oo 



(2»-l)! 

a 2n+2 
(2n+2)! 



- lim 



2w (2n+l) 



- lim 



(2«)! 



- lim 



(2n+l) (2n+2) 



2n (2n+l) 



- lim 



= 0< 1 



a 



«^°° (2n+l)(2n+2) 



= 0< 1 



Por el criterio de D'Lambert estas series convergen absolutamente para cualquier valor xeR, 
por lo que los mapeos quedan bien definidos. 
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Identidades Trigonometricas 

Para sen(x) y cos(y), por la formula del producto de series, resulta: 



sen(x) cos(y) = I (-1)* ^ l(2(^) + l)! (2*)!> eS deCir > 



fx 3 v 2 ^ fx 5 xV v 4 ^ fx 7 xV xV I 6 ^ 
sen(x)cos(y) = x 1 - (jy 1 +x 2 , J + ^ 1 +^7 2 ! +x 4! J"l7! 1 + 5! 2! + 3! 4! + * 6! J + '"' 

y, analogamente para sen(y) y cos(x), tenemos 

cos(x)sen(y) = lj- ^ J + 1 3! J + ^J + 2! 3! + 1 5lJ " ^6! ^ + 4! 3! + 2! 5! + 1 7!j + **' 
Al efectuar la suma y resta respectiva de estas dos ultimas series, se obtiene 

(x±v) 3 (x + v) 5 (x + vV 7 (x±v) 2n+l 
sen(x) cos(y) ± cos(x) sen(y) = (x±y)- ^f 1 - + J ^ LL - J ^ LL + ■ • • + (-1 ) n \ 2n i[y + ■ • ■ 

es decir, 1) sen(x + y) = sen(x) cos(y) + cos(x) sen(y). 

y 2) sen(x -y) = sen(x) cos(y) - cos(x) sen(y). 

analogamente se obtiene 3) cos(x +y) = cos(x) cos(y) - sen(x) sen(y). 

y 4) cos(x -y) = cos(x) cos(y) + sen(x) sen(y). 

La identidad 4) nos muestra que cos(0 - 0) = cos(0) = cos 2 (x) + sen 2 (x) = 1, que es la 
ecuacion de una circunferencia de radio 1 ; o sea, que las series de seno y coseno, estan acotadas por 
1 para cualquier valor x e R, es decir, |sen(x)| < 1 y |cos(x)| < 1 V x e R. 

Si x = y, entonces, de 1) 3) y 4) se obtienen respectivamente: 5) sen(2x) = 2sen(x) cos(x); 

6) cos(2x) = cos 2 (x) - sen 2 (x) 
(Identidad Pitagorica) 7) sen 2 (x) + cos 2 (x) = 1 . 

De 1), 3), 5), 6) y 7), haciendo sen(3x) = sen(2x + x) y cos(3x) = cos(2x + x), se obtienen: 

8) sen(3x) = 3sen(x) - 4sen 3 (x). 

9) cos(3x) = 4cos 3 (x) - 3cos(x). 

Si sumamos 1) + 2) y 3) + 4); y luego restamos 1) - 2) y 3) - 4); obtenemos respectivamente 

10) sen(x + y) + sen(x -y)= 2 sen(x) cos(y). 

11) sen(x +y) - sen(x -y)= 2 cos(x) sen(y). 

12) cos(x + y) + cos(x -y)= 2 cos(x) cos(y). 

13) cos(x +y) - cos(x -y) =-2 sen(x) sen(y). 

Si hacemos x + y ~> x f y x - y ~> y\ entonces, de 10), 11),12) y 13) se obtienen 
respectivamente 

14) sen(x f ) + sen(y f ) = 2 sen^( x ? + j f ) cos^( x f -/). 
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15) sen(x f ) - sen(y f ) = 2 cos^( x f + j f ) sen^( x f -/). 

16) cos(x f ) + cos(y f ) = 2 cos^"( x f + j f ) cos^"( x f -/). 

17) cos(x f ) - cos(y f ) =-2 sen^( x f + j f ) sen^( x f -/). 

Ademas, de 6) y 7) se deduce: 

l-cos(x) 

18) sen 2 (2)= 2^ 

19) cos 2 ^)^ 2^ 

14.3. Se defmen los siguientes mapeos tan: A — > R, cot: 5 — > R, sec: A — > R y 
esc: B — » R, llamadas respectivamente tangente, cotangente, secante y cosecante; mediante las 
respectivas igualdades 

, x sen(x) . . cos(x) . . 1 , x 1 

tan(x) := TT COt(X) := SeC(x) := TT V CSC(X) := ~\ • 

v 7 cos(x) v 7 sen(x) v 7 cos(x) J v 7 sen(x) 
endondeVfceZ A ••= R-{(2&+l)^ | fceZ} y B := R-{(2A:+l);r | fceZ}. 

De estas defmiciones se pueden obtener tambien identidades para estos nuevos mapeos. 
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Propiedades de los Mapeos Trigonometricos 



Teorema 22.3. Para cualquierx eRse cumple la desigualdad: 

|sen(x)| < |x| 

. Como los mapeos seno y coseno, por la identidad 7) estan acotados por la 
unidad, entonces para |x| > 1 y para |x| = se cumple la desigualdad |sen(x)| < |x|. Ahora bien, para 
< |x| < 1, puesto que |sen(-x)| = |-sen(x)| = |sen(x)| y |x| = |-x|; por lo que es suficiente demostrar 
la desigualdad para < x < 1 . 

Como < x < 1, por el teorema de la sucesion de las sumas parciales de una serie alternada 
5i <5 3 < ••• <S 2 «+i< ••• <sen(x)< ••• <S 2n < ••• <S 2 <S , se tiene, 

x 3 x 3 
x - < sen(x) <xsix>0yx< sen(x) < x - si x < 0; por lo que 

|sen(x)| < |x| y |x-sen(x)|< 



x 3 



3!. 

Se puede ver tambien que, para 0<x<lyVfie[N, se tiene x 2n ~ l > x 2w+1 , y por lo que 
x 4 *- 1 x 4n+l 

(4fi— 1)! > (4w+l)! ' ^ e d° n de, u tili zan do la definicion del mapeo seno, se obtiene la siguiente serie: 

__ f _ f J x4n ~ l _ x4n+1 ]_ 

sen(x)-x 5! J 9 ,J ••• ^ (4w _ 1)! ( 4n+1 )jJ 

en donde todos los terminos, dentro de los parentesis, son positivos, por lo que sen(x) < x. ■ 
Lema 2. Para cualquierx e ] 0, 1 [ se cumple la desigualdad: 

sen(x) > 

. Como x > 0, por el teorema de la sucesion de las sumas parciales de la serie 
x 3 

alternada, para n = 1, se tiene, sen(x) > x - > 0. Por lo tanto sen(x) > 0. 



Se puede ver tambien que, para < x < 1 y V #ielN„ se tiene x 6n 5 > x 6n 3 , y por lo que 

x 6n ~ 5 x 6n ~ 3 

(6w-5)! > (6n-3)\ ' ^ e ^ on( ^ e ' u tili zan do la definicion del mapeo seno, se tiene 



v 3 A /v 5 v 7 \ /J Jh / v 6w-5 6n-3 



sen(x)-^x 3! J + ?! J + n! J + + ^( 6w _ 5 )! (6^-3)! 

en donde todos los terminos son positivos, por lo que sen(x) > 0. ■ 

Corolario. V x e ] 0, ^ [ se cumple la desigualdad: cos(x) > 

. Se deduce directamente del lema y de la identidad 5): 
sen(2x) = 2 sen(x) cos(x) > 0. ■ 



+ ... 
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CAPITULO IV 
CONTINUIDAD DE LOS MAPEOS 

§ 1.4 DEFINICION DE CONTINUIDAD 

Definition 1.4. Un mapeo /: A — > R es continuo en el punto a e A c R, si 

/(x) - /(a) = o(l) cuando A b x - a = o(l). 
Recuerdese que ABx-a = o(l) significa que x - a = o(l), para x e A. 
De la definition de continuidad se deduce que si /(a) esta definida, se tiene 

f(x) - f(a) = o(l) cuando Abx^u ^ I™ f(x) - /(«) = <=> Jim /(*) = /(a). 

La relation A 1^2^ /(x) = /(a) se puede escribir tambien de la forma lj™ /(x) = /( A ^^^) 

.4. El mapeo /:[«, b] — > R es continuo en a por la derecha, si /(x) - /(a) = o(l) 
cuando [a, b] b x - a = o(l), es decir, si /(x) - f(a) = o(l) cuando [0, ft] b x — » a + . 

. El mapeo f:[a, ft] — > R es continuo en ft por la izquierda, si f(x) -f(b) = o(l) 
cuando [a, ft] b x - b = o(l), es decir, si /(x) - /(ft) = o(l) cuando [a, b] 3 x — > ft". 

row 4.4. El mapeo /: A — > R es continuo en un conjunto 5 c A, si es continuo en 
cada punto a del conjunto S. 

El mapeo /: A — > R es continuo en un segmento [a, b] c A si es continuo en cada punto del 
intervalo ]a, 6[ c [a, ft] y ademas / es continuo en a por la derecha y / es continuo en b por la 
izquierda. 

La familia de todos los mapeos /:4^BcR que son continuos en el conjunto A se denota 
como %A \ /?), es decir 

%A \ B) := {/: A — > 5 c: R I / es un mapeo continuo en A } 

Se puede escribir ^(A) en lugar de %A\ R). 

Ejemplo. Cualquier mapeo constante k: R — » R donde fc(x) = A: V x g R pertenece a la clase 
^(R), es decir, ke^ (R). La afirmacion es clara ya que &(R) = ke\J(k) para cualquier vecindad 
U(Jfc). 

Ejemplo. El mapeo identidad U: R — > R donde U(^) = x V x g R pertenece a la clase 
^(R), es decir, \ A g W(R). 

Efectivamente, para cualquier punto a e R, se tiene/(x) - /(«) = x - a = o(l). 

Ejemplo. El mapeo sen: R — > R pertenece a la clase ^(R), es decir, senG^R). 
Efectivamente, para a g R, aplicando la identidad, se tiene 
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|sen(x) - sen(a)| 



2 cos^( x + a ) sen^( x-a) 



INTRODUCCION AL ANALISIS MATEMATICO 



< 2 • 1 • 2 | x -a | = | x -a 



puesto que 



cos^C x + a ) < 1 y sen^C x -a) 



1 



< ^ | x - a | . Entonces, 



sen(x) - sen(a) = o(l) cuando x -a = o(l). 



Ejemplo. el mapeo cos: R — > R pertenece a la clase ^(R), es decir, cos 
Efectivamente, para a e R, aplicando la identidad, se tiene 



|cos(x) - cos(a)| 



2 sen^( x + a ) sen^( x - a ) 



< 2 • 1 • ^ | x -a 



x -a 



puesto que 



1 



1 



sen^C x + a ) < 1 y sen^C x-a) < ^\x -a\. Entonces, 



cos(x) - cos(a) = o(l) cuando x-a - o(l). 



Ejemplo. El mapeo exp^R^R pertenece a la clase ^(R), es decir, exp«G^(R). 
Efectivamente, paraxoeR, se tiene 

exp«(x) - expa(xo) = a x - a x o = a x o ( a x x ° - l) 

por la equivalencia ( a* x ° - l) ~ log«( « x x ° ) cuando x - Xo = o(l), se tiene 

a x o ( a x x ° - 1 ) - 0*0 log«( a x x ° ) = 0*0 ( x - x ) log«(«) = 0*0 (x - x ) = o(l) = o(l). 

Ejemplo. El mapeo log«: R + ^R pertenece a la clase ^R ), es decir, log^e^R^. 
Efectivamente, paraxoeR + , se tiene 



l0g«(x) - loga(Xo) = lo g«Q = lo §«( 1 + 



X — Xo 
Xo 



por la equivalencia log«[ 1 + ~ — ~) - ~ — ~ cuando x - Xo = o(l), se tiene 

Xq J Xq 



X -Xq ] X - Xq o(1) 



Xq Xo 



= 0(1). 



Ejemplo. Cualquier sucesion /: BN^R pertenece a la clase ^(BN), es decir, /e^BN). 
Efectivamente, se deduce de que cada punto del conjunto BN es un punto aislado de BN. 

. Si un mapeo /: A^R no es continuo en un punto a eA cR, entonces este 
punto se llama punto de discontinuidad del mapeo /. 
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§ 2.4 Propiedades Locales de los Mapeos Continuos 

Propiedades locales de los Mapeos Continuos. Propiedades locales de los mapeos continuos 
se les llama a aquellas propiedades que definen el comportamiento de los mapeos en alguna 
vecindad de un punto del dominio de defmicion, por ejemplo, la continuidad de un mapeo en algun 
punto del dominio de defmicion es, evidentemente, una propiedad local de un mapeo. 

Teorema 1.4 (Acotacion). Sea /: A — > R un mapeo continuo en un punto aeA. Entonces / 
es acotada en alguna vecindad E A (a) del punto a. 

. Como el mapeo / es continuo en el aeA, entonces f(x) - f(a) = o(l) cuando 

A 3 x -a = o(l), 

Por las propiedades de los limites (teorema ), se tiene 

f(x) - f{a) - o(l) cuando x-a- o(l) <^> f(x) - f(a) + o(l) = 0(1) cuando x-a- o(l), 

con valores a g A, es decir, / es acotada en alguna vecindad Ea(o) del punto a. 

Teorema 2.4 (Conservacion del signo). Sea /: A — > R un mapeo continuo en un punto a del 
conjunto A y supongamos que f{a) ± 0. Entonces existe una vecindad E(a) del punto a en la que 
f(x) tiene el mismo signo que f{a) para todo x e E(a). 

. Supongamos que f(a) > 0. De acuerdo a la equivalencia 

f(x) - f(a) = o(l) cuando x a, <^> V s > 3 E(a) \ \ f(x) - f(a) | < s V xeE(a) 9 

como / es continua en a se tiene que, para s = ^ f(a) > 3 E(a) \ \f(x) - f(a)\ < ^ f(a) V x de la 
vecindad E(a). Por las propiedades de valor absolute se tiene 

I /(*)-/(*) I < | /(«)<=> f{a)-\f{a) < f{x) <f{a)+\f{a\o^,\f{a) < f{x) < \f(a\ 

es decir, < f(x) en todo punto x del entorno E{a) como se queria demostrar. 
Analogamente, si f{a) < 0, entonces se toma s = -f{a) > 0. ■ 

Propiedades Algebraicas de los Mapeos Continuos 

Teorema 3.4. Sean /, g: X — > R mapeos continuos en un punto a e X. Entonces los mapeos 

1) (f±g)(x) = f(x)±g(x). 

2) ( fg )(x) = f(x) g(x). 

Estan defmidos en algun entorno E(a) del punto a y son continuos en el punto a. 

. Por hipotesis f(x)-f(a)= o(l), cuandox-0 = o(l). 

g(x) - g(a) = o(l) , cuando x-a = o(l). 
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Aplicando tambien los teoremas de limites, se tiene 

1) (f ± g)(x) - (/ ± g)(a) = o(l), cuando x - a = o(l), lo que significa que el mapeo f ±g 
esta defmido en algun entomo E(a) del punto a y es continuo en el punto a. 

2) (fg)(x) - (fg)(a) = o(l), cuando x - a = o(l), lo que significa que el mapeo fg esta 
definido en algun entorno E{a) del punto a y es continuo en el punto a. 

3) j(x) - ^ = o(l), cuando x - a = o(l), lo que significa que el mapeo ^ j esta 
definido en algun entorno E(a) del punto a y es continuo en el punto a. ■ 

Teorema 4.4. Sea f.A^B un mapeo continuo en un punto agAcR y sea g: B — > CtR un 
mapeo continuo en el punto ft = /(a)e/?dR. Entonces la composicion gof: A — > R es un mapeo 
continuo en el punto agAcR. 

. En realidad, este teorema es una consecuencia del teorema del limite da la 
composicion de mapeos, en el cual 

X T (gofK*) = V "V 8(f(x)) = "i" 1 g(y) = 8(b) = g(f(a)) = (go ftp), 



lo que significa que el mapeo gof esta definido en algun entorno E A (a) del punto a y es continuo 
en el punto a e A. Sin embargo, para aplicar el teorema del limite del mapeo compuesto hace falta 
verificar, que para cualquier vecindad E B (b) de la base ^Ss{b) se encuentra un elemento E A (a) de la 
base m A (a) tal que f(E A (a)) c E B (b). 

Si E B {b) = B fl E(b), entonces, por la continuidad del mapeo /: A — > B en el punto a e A, 
para todo entorno E(b) = E(/(a)), se encuentra un entorno E A {a) del punto a en el conjunto A tal que 
/(Ea(«)) c E(f(a)). Puesto que / es un mapeo con dominio en A y valores en B, entonces f(E A (a)) 
c 5 PI E(/(a)) = E^(ft) con lo que se verifica la condicion por la cual se puede aplicar el teorema 
del limite del mapeo compuesto. ■ 

Ejemplo. Cualquier polinomio algebraico P(x) = aox n + a\X n ~ x + ••• + a n es un mapeo 
continuo en todo el conjunto R. 

En efecto, por induccion se puede comprobar que la suma y el producto de una cantidad 
finita de mapeos continuos en algun punto, es un mapeo continuo en dicho punto. 

Se ha comprobado que cualquier mapeo constante k: R — > R donde k(x) -k VxeRyel 
mapeo identidad \ A \ R — > R donde l A (x) = x V x e R pertenecen a la clase ^R). Entonces los 

mapeos ax m = x • x x, y por lo tanto, el polinomio P(x) = aox n + a\x n ~ l + • • • + a n pertenecen 

tambien a la clase ^(R). 

p( x ) 

Ejemplo. Cualquier mapeo racional R(x) = Q^ x y donde P(x) y Q(x) son polinomios 
algebraicos, es un mapeo continuo en todo el conjunto R-{ xeR I Q(x) ^ }. 

Ejemplo. La composicion de una cantidad finita de mapeos continuos es un mapeo continuo. 
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§ 3.4 Propiedades Globales de los Mapeos Continuos 

Teorema 5.4 (Bolzano - Cauchy). Sea /: [a, ft] — > R un mapeo continuo en segmento 
[a, ft]cR y en los puntos extremos del segmento toma valores de signos contrarios, entonces existe 
un punto c del intervalo ]a, ft[, en el que el mapeo / toma el valor 0, es decir 

/ e ;R)y (/(«)■/(*)) <0=> 3c e]a,ft[ I /(c) = 0. 

. Sin perder generalidad, supongamos que f(a) > y /(ft) > 0. 

(a + b \ a+b 
Dividase el segmento [a, b] Io por la mitad. Si /I ~~ ^ I > 0, denotemos ao a\ y =: 

(a±b \ a + b 

b\\ si, por el contrario f\ ~~ ^ — I < 0, entonces denotemos — = : # i y bo- b\. 

(ai+bi\ 

Dividase ahora el segmento [a\ , b{\ -• I\ por la mitad. Si /I — ^ — I > 0, entonces denotemos 

# i = : #2 y 2 ^ 1 =: bi\ si, por el contrario 2 ~) < 0> entonces denotemos ^-y^- = : # 2 y ^ = : # 2 
... y continuando asi sucesivamente el proceso, se obtiene una sucesion de segmentos encajados 

Z =>/i=>/2=> ••• Z>/|,Z> 

b —a 

en los que \I n \ = tiende a cuando n —> 00 y por construccion se tiene ademas, que f(a n ) > 
y f(b n )<0 Vn e BN. 

Por el teorema de Cantor, existe un unico punto c e I n V entero ff > 0. Hay que demostrar 
que /(c) = 0. 

Supongamos que /(c) > 0. Entonces, puesto que / es continuo, por el teorema de 
conservation del signo 3 E r (c) I /(x) >0 Vxg E r (c). 

Vr>0 3wGlN|/ w c E r (c), por ejemplo n > log2( J; de donde ^ < r. 

Entonces /(x) >0Vxe/„ cz E r (c) y, por lo tanto /(ft*) > V k > n, lo cual no es posible, 
puesto que f(b n ) < V n e UN. 

Suponer que /(c) < 0, nos lleva a una contradiccion analoga, por lo que /(c) = 0. ■ 

Se puede demostrar tambien suponiendo sin perder generalidad, que f(a) > y /(ft) > 0. 

Sea S •= { x g [a, b] \ /(x) > }. S no es vacio, puesto que /(a) > 0, ademas, es acotado 
superiormente, puesto que /(ft) < y b > x V x e [a, ft]. Por el teorema del extremo superior existe 
un punto c e [a, ft] I c == sw/; 5. 

Si /(c) > 0, entonces 3 E r (c) I /(x) > V x e E r (c). Por lo tanto, /(x) > V x e E r (c + ), lo 
que contradice que c := sup S. 

Suponer que /(c) < 0, nos lleva a una contradiccion analoga, por lo que /(c) = 0. ■ 
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Teorema 6.4 de Darboux (Valor intermedio). Sea /: [a, b] —> R un mapeo continuo en el segmento 
[a, ft]cRy supongamos que f(a) y f(b) estan bien defmidos. Entonces, / toma todos los valores 
comprendidos entre f(a) y f(b) por lo menos una vez, en el intervalo ]a, b[, es decir 

/ e W([a, b]; R) y f(a) y f(b) estan bien defmidos => V n entre /(a) y f(b) 3ce]a,J[ I /(c) = #i. 

. El segmento I = [a, ft] se encuentra dentro de nuestro intervalo, por lo que el 
mapeo g(x) == f(x) - n esta definido y es continuo en el segmento I y, como 

g(a) - gib) = (J (a) - n) (f(b) - n) < 0, entonces, por el teorema de Bolzano - Cauchy, existe 
un c g ]a 9 b[ | g(c) = f(c) -n = 0. ■ 

Teorema 7.4 (Acotacion). Sea /: [a, b] — > R un mapeo continuo en el segmento [a, 6] c R. 
Entonces, el mapeo / es acotado en [a, b], es decir 

/ g %\a, b] ; R) =^> el mapeo / es acotado en [a, b]. 

. Por reduction al absurdo, supongase que el mapeo / es acotado en [a, b], 
Dividase el segmento [a, b] ~> lo por la mitad. Entonces el mapeo / no es acotado por lo 

a + b a + b 

menos en uno de los segmentos [a, — ] 6 [~~^ — , b]. Denotese este por [a\ , b{\ 1\. 

Dividase el segmento [a, b] -> lo por la mitad. Entonces el mapeo / no es acotado por lo 
menos en uno de los segmentos [a\, ] 5 [ ai ^ ? b{\. Denotese este por [#2 , bj\ =• I2, ... y 

continuando asi sucesivamente el proceso, se obtiene una sucesion de segmentos encajados 

Z =>/iz>/ 2 =)•••=>/„=) 

b — a 

en los que \I n \ = ~^r~ tiende a cuando w^w y por construccion / no es acotado en cada uno de 
los segmentos /„V n e ON. 

Por el teorema de Cantor, existe un unico punto ce/„ V entero n > 0. 

/ es continuo en el punto c e [«, 6], es decir, f{x) - f(c) = o(l) cuando x-c = o(l); entonces 
/ es localmente acotado en c, es decir, que 3 E r (c) I fix) es acotado V x e E r (c). 

Vr>0 3 w g IN I I n c: E r (c), por ejemplo fi > log2( J; de donde "^tt" < r. Por lo tanto 

/(x) es acotado Vxe/„ cz E r (c), lo cual no es posible, puesto que por construccion / no es acotado 
en cada uno de los segmentos I n V n e ON. ■ 

Se puede demostrar tambien de la manera siguiente: 

Como / g W([«, b] ; R), para cualquier punto x e [«, ft] ~ 7 se encuentra un entorno tal que 
en el conjunto E/(x) = I f) E(x) el mapeo / es acotado. La familia { E(x) } x e / forma una cubierta 
del segmento [a, b] con intervalos abiertos, de la cual se puede obtener una subfamilia finita { 
E(xi), E(x2), ... , E(x w ) } que tambien cubre a [a, b]. En cada el conjunto E[(xk) = 70 E(x^) el 
mapeo / es acotado, es decir m^ < /(x) < V x e E/(x^) donde m^, M^gR, por lo que V x e I, 
se tiene min { mi, ni2, . . . , m n } < f(x) < max { Mi, M2, . . . , M n } lo que demuestra que el mapeo / 
es acotado en [a, b]. ■ 
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Teorema 8.4 (Maximo y Minimo). Sea /: [a, ft] — > R un mapeo continuo en el segmento 
[a, ft] cR. Entonces, / toma en el segmento [a, b] sus valores maximo y minimo, es decir 

/ g li];R)^3M,/we[a,i] I M = max /(x) y m = min /(x). 

. Como el mapeo / es continuo en el segmento [a, b] I. Entonces, el mapeo / 
es acotado en [a, b]. Sean 

M = sup f(x) y m = inf. /(x). 

Supongamos que f(x) < M V x e [a, b]. Entonces el mapeo continuo g(x) -= M - f(x) > 
no se anula en todo el segmento / = [a, b]. Por lo tanto, el mapeo = ~ — ^ f(x) > ^ es un ma P eo 

continuo y por lo tanto, acotado en [a, ft], es decir, que existe un C > | < C V xe[a, b]. 

Pero entonces g(x) = M - f(x) > ^ , por lo cual /(x) < M - ^ V x g [a, ft]. Lo que contradice 

que M = x e S jW?£ ^ /(x) sea la menor cota superior para la cual /(x) < M V x g [«, ft]. Por lo tanto 3 
x M e[a, ft] | /( x M ) = M. 

En forma analoga se puede tomando m = x ^ b ] ^ utilizando el mapeo auxiliar 
g(x) -= f(x) - m > 0, para demostrar que 3 x m g [a, ft] | /( x m ) = m. m 

Teorema 9.4. Sea /*: [a, ft] — > R un mapeo continuo en el segmento [a, ft] cz R. Entonces, / 
es inyectivo si, y solo / es estrictamente monotono en el segmento [a, ft], es decir 

/ g W([a, ft] ; R) => (/: [a, ft] R <^> / es estrictamente monotono en el segmento [a, ft]) 

. Si el mapeo / es estrictamente monotono en el segmento [a, ft], entonces es 
evidente que / es inyectivo, ya que en puntos distintos de [a, ft] toma valores distintos. 

Sea /: [a, ft] R un mapeo inyectivo. Por reduccion al absurdo, supongamos que hay tres 

puntos xi < X2 < X3 del segmento [a, ft], tales que /(X2) no se encuentra entre f(x\) y /(X3). Entonces 
6 /(X3) se encuentra entre f(x\) y /(X2), 6 f(x\) se encuentra entre /(X2) y /(X3). Sin perder 
generalidad, supongamos que /(X3) se encuentra entre f{x\) y /(X2). Por hipotesis / es continuo en el 
segmento [xi, X2], y por el teorema del valor intermedio contiene un punto X3 tal que /(X3) = /(X3). 
Entonces X3 < X3 y /(X3) = /(X3), lo que contradice que / sea inyectivo. El caso cuando f(x\) se 
encuentra entre /(X2) y f{x^) es analogo. ■ 

Teorema 10.4. Cada mapeo /: A — > B cz R defmido en un conjunto A cz R y que sea 
estrictamente monotono, tiene un mapeo inverso /"'^^AcR definido en el conjunto B = /(A), 
que es el conjunto de valores del mapeo /; y tiene en B el mismo tipo de monotonia que tiene / en el 
conjunto A. 

. El mapeo / es sobreyectivo, es decir B = /(A). Supongamos que / es 
creciente estrictamente en A. En este caso 

w a I -l /fe) ~ f(x\) , 

Vxi,X2gA I xi^X2, se tiene — > 0. 

X2 — Xi 
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En este caso, diferentes puntos tienen diferentes imagenes, es decir, el mapeo / es inyectivo. 
Por lo tanto el mapeo / es biyectivo, lo que significa que el mapeo inverso f x \ B — > A dado por la 
relation x = f~ l (y) y = fix) queda bien defmido. De esta manera se tiene 

VyuyieB I yi ±y 29 se tiene que f ^y~J yi ^ > °> 

lo que significa que el mapeo f l es creciente en B. 

La demostracion para el caso en que / es un mapeo decreciente, es analoga. ■ 

finicion 6.4. Un punto de discontinuidad a e A c R de un mapeo /: A — > R se llama 
punto de discontinuidad evitable del mapeo /, si existe un mapeo continuo / : A — > R tal que las 
restricciones al conjunto A-{a} coinciden, es decir, /|a-{«} = f\A-{a}' A-{a} — » R. 

finicion 7.4. Un punto de discontinuidad a e A c R de un mapeo /: A — » R se llama 
punto de discontinuidad de primer genero para el mapeo /, si existen los limites laterales 

}^ + f(x)=-.f(a + ) y }™_f(x)=-.f(a) 

y por lo menos uno de ellos no coincide con la imagen f(a) del punto a e A bajo el mapeo /. 

Si a e A es un punto de discontinuidad del mapeo /: A — > R, entonces a es un punto de 
acumulacion de A. Sin embargo, puede suceder que A = ] a, +00 [; en este caso se toma en cuenta 

solamente el limite fix) f(a + ). Si por el contrario A = ] -00, a [, entonces, en este caso, se 
toma en cuenta solamente el limite f(x) f(a~). 

finicion 8.4. Un punto de discontinuidad a e A c R de un mapeo /: A — » R se llama 
punto de discontinuidad de segundo genero para el mapeo /, si no existe al menos uno de los limites 
laterales 

Ji£V/(*)==/(« + ) o }™_f{x)=:f{a). 

Teorema 11.4. Un mapeo /: A — > c: R defmido y monotono en un conjunto AcRno 
puede tener otros puntos de discontinuidad, que no sean puntos de discontinuidad de primer genero. 

. Supongamos que el mapeo / creciente y que a e A es un punto de 
discontinuidad de /: A — > R. Como a no puede ser un punto aislado de A, entonces es un punto de 
acumulacion por lo menos de alguno de los dos conjuntos Aa : = {xeA \ x > a} 6 A a ••= {xeA \ x < a}. 
Como / es creciente en A, entonces Vxg A«, se tiene f(x) < f{a) y la restriccion /|a~ del mapeo / 
al conjunto A a , es un mapeo creciente y acotado superiormente, por lo que existe el limite 

4 lim = A lim - fix) = fid ). 

La demostracion es analoga, si a e A es un punto de acumulacion de A« := {xeA \ x > a} . 



La demostracion para el caso en que / es un mapeo decreciente, tambien es analoga. ■ 
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Corolario. Si a e A c R esun punto de discontinuidad de un mapeo monotono /: A — > R, 
entonces 

1) Porlo menos uno de los mapeos f(x) - : /(#) 6 J^>2- /C*0 - : /(# ) esta bien definido. 

2) Por lo menos en una de las desigualdades f(a~) < /(x) < f(a + ), si / es creciente, tiene 
lugar el signo de desigualdad estricta <. 

3) Por lo menos en una de las desigualdades f(a~) > f(x) > f(a + ), si / es decreciente, tiene 
lugar el signo de desigualdad estricta >. 

4) En el intervalo determinado por la correspondiente desigualdad estricta no hay ningun 
valor del mapeo; 

5) Los intervalos que corresponden a diferentes puntos de discontinuidad de un mapeo 
monotono son disjuntos. 

. Si a e A es un punto de discontinuidad del mapeo /, entonces es un punto de 
acumulacion del conjunto A y, por el teorema anterior, es un punto de discontinuidad de primer 
genero. Por lo tanto, al menos una de las bases ${cT) 6 3l(a + ) queda defmida por el punto a (o las 
dos al mismo tiempo), entonces existe el limite del mapeo /. 

Supongamos que /: A — > R es un mapeo creciente. Puesto que a es un punto de 
discontinuidad, por lo menos en una de las desigualdades f(a~) < f(x) < f(a + ), en realidad tiene 
lugar el signo de desigualdad estricta <. Puesto que f(x) < ^ m _ f(x) = f(a~), six e A y x < a, y 

analogamente f(a + ) < /(x), si x g A y a < x, entonces el intervalo determinado por la desigualdad 
estricta f(a~) < f(a) 6 f(a) < f(a + ) queda libre de los valores del mapeo. 

Supongamos que a\ < son dos diferentes puntos de discontinuidad del mapeo /. Entonces, 
como / es creciente, se tiene 

f(ai) < /(«i) < f{a\) < f(a 2 ) < f(a 2 ) < f(a 2 ). 

De aqui se sigue que los intervalos que corresponden a diferentes puntos de discontinuidad 
de un mapeo monotono son disjuntos. ■ 

Corolario 2. El conjunto de los puntos de discontinuidad de un mapeo monotono /: A — > R 
es un conjunto contable. 

. A cada punto de discontinuidad del mapeo monotono /, le corresponde, por 
el corolario anterior, un intervalo determinado por el valor del mapeo en el punto de discontinuidad, 
y uno de los limites laterales. Estos intervalos son disjuntos y en la recta real no puede haber mas de 
una cantidad contable de intervalos disjuntos. Efectivamente, pues en cada uno de ellos se puede 
elegir un punto racional y por lo tanto la familia de los intervalos resulta equipotente a un 
subconjunto del conjunto de los numeros racionales. Significa que, la familia de los intervalos es 
una familia contable y, por lo tanto, el conjunto de los puntos de discontinuidad, que es equipotente 
a dicha familia, tambien es un conjunto contable. ■ 
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Teorema 12.4 (Criterio de Continuidad). Un mapeo /: [a, ft] — > B monotono en [a, ft] es 
continuo en [a, b] si, y solo si /([a, b]) = [/(a), /(ft)], si / es creciente 6 f([a, b]) = [/(ft), f(a)] 9 si / 
es decreciente. 

. Si /: [a, b] — > B es un mapeo monotono y continuo en [a, ft], entonces todos 
los valores del mapeo / en [a, ft] quedan entre f(a) y /(ft), puesto que el mapeo / es monotono. Pero 
como / es continuo, entonces, toma todos los valores intermedios entre f(a) y /(ft). Por lo tanto, el 
conjunto de los valores del mapeo continuo y monotono / en [a, ft] es un segmento cuyos extremos 
son los puntos f(a) y /(ft). 

Supongamos ahora que /: [a, ft] — > B es un mapeo monotono en [a, ft]. Si es discontinuo en 
algun punto c e [a, ft], entonces, por el corolario 1, uno de los intervalos ]/(c~), /(c)[ 6 ]/(c), f(c + )[ 
de antemano esta determinado y no contiene valores del mapeo /. Pero como / es un mapeo 
monotono, este intervalo esta contenido en el segmento cuyos extremos son los puntos f(a) y /(ft), 
por lo que si el mapeo monotono tiene al menos un punto de discontinuidad en el segmento [a, ft], 
entonces todo el segmento cuyos extremos son los puntos f{a) y /(ft) no puede quedar dentro del 
conjunto de valores del mapeo /. ■ 

Teorema 13.4 (Mapeo Inverso). Un mapeo /: A — » B que es estrictamente monotono en el 
conjunto AcR, tiene un mapeo inverso f l : B — > A cz R definido en el conjunto B = /(A), que es el 
conjunto de valores del mapeo /. El mapeo f 1 : B — > A tiene en B el mismo tipo de monotonia que 
tiene / en el conjunto A. 

Si ademas, A = [a, ft] y / es un mapeo continuo en [a, ft], entonces el conjunto B = /(A) es 
un segmento cuyos extremos son los puntos f(a) y /(ft) y el mapeo f x \ B — > A es continuo en el. 

. La primera parte se deduce del teorema . 

Ahora, si A = [a, ft] y / es un mapeo continuo en [a, ft], por el teorema anterior, se sigue que 
el conjunto B = /(A) es un segmento cuyos extremos son los puntos f(a) y /(ft). 

Demostremos que el mapeo f l : B — > A es continuo en el segmento cuyos extremos son los 
puntos f(a) y /(ft). Como el mapeo f l es monotono en B y B es un segmento, por lo que f l (B) = A 
tambien es un segmento y por el teorema obtenemos que f 1 es un mapeo continuo en el segmento 
B cuyos extremos son los puntos f(a) y /(ft). ■ 
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§ 4.4 CONTINUIDAD DE LOS MAPEOS TRIGONOMETRICOS 



Teorema 22.3. Los mapeos trigonometricos sen: R^Ry cos: R — > R son continuos en 
cualquier punto a e R. 

. Por la convergencia absoluta de las series, se sigue directamente de la 

definicion que 



sen{a) = ^(-1)" ("n+W. y cos ^> := TV 1 )" rf^T Ademiis > P uesto ^ ue ^ = v 

fteQN, se tiene sen(x) = sen(a) y cos(x) = cos(a), lo significa que los mapeos 

sen: R^Ry cos: R — > R son continuos en cualquier punto a e R. ■ 

De la definicion se obtiene, 

Z„x 2n+l -a 2n+l \^ Ax 2n +x 2n - l a+"-+xa 2n - l +a 2n ) 

(2n+lV. = ( x ~ a "> / H) (2n+l)! 

Cuando (x - a) = o(l), por la convergencia absoluta de la ultima serie, se tiene, 
Por lo tanto, cuando (x - a) = o(l), se tiene 

sen{x) - sen{a) = 0(1) (x-a) + o(x-a) = 0(1) o(l) + o(l) = o(l). 
Analogamente, de la definicion se obtiene, 

^ V\ ^n X 2n -a 2n x 2 -a 2 x 4 -a 4 x 6 -a 6 t ^„ x 2n -a 2n 

cos(x)-cos(a) = ~(2n)r-- = -^r + ^r- ~6T + "' + 

n=\ 

n+] x 2n+2 -a 2n+1 ^ n (x 2nH +x 2n a + -+xa 2n + a 2nH ) 

cos(x) - cos(a) ■■- 2J-1) (2n+2 )\ ■■=-( x - «) 2J~ X) (2^2)! 

n=0 n=0 

Cuando (x - a) = o(l), por la convergencia absoluta de la ultima serie, se tiene, 

77=0 n=0 n=0 

Por lo tanto, cuando (x - a) = o(l), se tiene 

cos{x) - cos{a) = - 0(1) (x - a) + o(x - a) = 0(1) o(l) + o(l) = o(l), lo significa que los 
mapeos sen: R^Ry cos: R — » R son continuos en cualquier punto a e R. ■ 
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Teorema 25.3. Existe un minimo numero positivo c para el cual sen(c) = 0.. 

. En los extremos del intervalo [2, 4] el mapeo sen(x) toma los valores sen(2) y 
sen(4). Como 2 > y 4 > 0, por el teorema de la sucesion 

5i < 53 < • • • < S2rc+ i ^ • • ^ sen(x) < • • • < Sin < • • • < 52 < 5o de las sumas parciales de la serie 
alternada, se tiene para n=l 9 

2 3 8 2 
sen(2) >2-^y = 2- g = ^>0 y, para n = 4, 

4^ 4 7 4 9 32 128 1024 2048 268 
sen(4)<4- 3! + 5 , - 7! + 9! " 4 " 2 + 15 " 315 + 2835 405 < °' 

El mapeo sen: R — > R es continuo en todos sus puntos. Entonces, por el teorema de Bolzano 
3 ce[2, 4] tal que sen(c) = 0. 

El intervalo ] 0, oc [ es acotado inferiormente y por el axioma de continuidad, existe un 
minimo p > para el cual sen(/?) = y, puesto que sen(x) > para x e ]0, 1[, este p > 1. 

13.3. Defmimos n como el menor numero real positivo para el cual sen(Ti) = 0. 

Corolario . Para cualquierx e ]0, n[ se cumple la desigualdad: 

sen(x) > 

. Se deduce del hecho sen(x) > para x e ]0, 1[, de la continuidad del mapeo 
sen: R — > R y de la defmicion de n. 

n 

Corolario. V x e ] 0, ^ [ se cumple la desigualdad: cos(x) > 

. Se deduce directamente del lema y de la identidad 5): 
sen(Ti) = 2 sen^j cos (f) > ®' " 

De estas definiciones se pueden obtener practicamente todas las identidades que se ocupan 
en el analisis. Por ejemplo, de las identidades 7), 5) y 6) correspondientemente, se obtienen los 
siguientes resultados: 

sen(Ti) = 2 senf ^ j cosf = 0, (pero senf ^ 0), es decir, cosf ^ j = 0. 



cos 2 |^j + sen 2 (^j = 1, pero cos^j = 0, por lo que sen 2 (^j = 1, es decir, sen^ 
cos(ti) = cos 2 (^j - sen 2 (^j =0 - 1 = - 1 . 

Ademas: sen(7i - x) = sen(x), cos^ ^ - x J = -cos(x); 
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sen| 2~ x 



sen 



cos(x); 



cos 



if ^ + xl = cos(x) y cosf^ + x 
' induccion se puede demostrar que V x e R 



2 - x I = sen(x); 

-sen(x). 



y por 

sen(x + 27ifc) = sen(x) VhZ y cos(x + 2nk) = cos(x) V 

: IR — > R, cos: R — > R, son periodicas y su periodo es 27t fc). 

M 3 1 ~ ^ 

\j J = 4, esto es : 



Es 1 



sen(7r) = 3 senl jj - 4 sen 3 l 



Vx 

A: e Z. 

R, son periodi< 

= ^ Y de 7), 



1 

cos 2 l 2 J = 4, esto es, 


cos 




1 


De cosl 2 1 = 


4 cos 3 


;d- 


1 

sen 2 ^-J = ^, esto es, 


sen 




1 

~2 



sen 



7T 

v3; 



\ I = 0, se 



, • 3 
obtiene cos 2 l t I = 4, esto es, 



cos 



7 *^1 H 7. 

9 y de 7), 



V6j" 2 



De cosf ^ j - cos 2 l ^ 



cos 



M_^2 
V4j- 2 



4) ~ sen \ 4 J = °' se 



y sen 



1 K * 



" 2 



obtiene cos 2 (^j = sen 2 (^j y de 7), sen 2 (^j = ^, esto es, 



'2ti\ (3k) 

_I = C0 W 



De las identidades cos^ - x j = sen(x) y la identidad 9), se tiene sen(jQ 

Por las identidades 5) y 9) sen|j^j = 2 sen|j^j cos^y^j y cos(jq) = 4cos 3 |j^j - 3cos|j^j, 
por lo que 2 sen( y^j cos( y^j = 4cos 3 ( y^j - 3cos( y^j y, puesto que cos(y^) 7^ 0, se sigue entonces 



10 



10 



2 sen^) = 4cos{y^ - 3 = 4 (l - sen 2 ^ 



10, 

3 = 4-4 sen : 



10 



f Yq J -3 = 1-4 sen 2 f jo I, de donde 



71 



4 sen 2 | Yq I + 2 senl Yq J - 1 = 0- La solution de esta ecuacion es senk q 



V\ _ -1 +a/5 



Considerando 



71 



que sen[ Yq J > 0, se tiene fmalmente 
De la identidad 6) se obtiene, cos 



sen 



vlO/ 



de donde cos 



vlOy 



71 



= 7(V5 + l) 



sen 




5-V5 



Teorema 25.3. El mapeo sen: IR — > IR es estrictamente en el intervalo [0, x]. 
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71 

. El mapeo cos: R — > R es continuo y cos(x) > V x e [0, puesto que 

71 f TT^j 71 

cos(0) = 1 y 2 es el menor numero positivo para el que cosl 2 I = 0. Sean xi, X2 e [0, 2] ta l es q ue 

X2 - Xi > 0. Entonces senix^) - sen(x\) ••= 2 cos^"(x2 +xi) sen^"(x2 - Xi), en donde cos^"(x2 +xi) > 0, 

1 n 1 

puesto que 2( x 2 + *i) e [0, ^"t- Ademas sen^jt^-xi) > 0, por la desigualdad 

3 3 

1 1 x 2 -x x 1 1 

< 2(^2 -X\)- 2$ 21 - sen 2"( x 2 - jci) < 2( x 2 - JCi). Entonces serc^) - sen(x\) > 0. ■ 

Teorema 25.3. (Equivalencias asintoticas fundamentales) 



1) 


sin(x) -x 


cuando 


X 


= o(l), es decir, cuando x — > 0; 


2) 


cos(x) ~ 1 - 


cuando 


X 


= o(l); 


3) 


tan(x) -x 


cuando 


X 


= o(l); 


4) 


ln(l +x) ~ x 


cuando 


X 


= o(l); 


5) 


(1 +x) a ~ 1 + OX 


cuando 


X 


= o(l); 


6) 


a* - 1 - x ln(a) 


cuando 


X 


= o(l); 


7) 


e x ~ 1 +x 


cuando 


X 


= o(l); 


8) 


ln(x) - x - 1 


cuando 


X 


- 1 = o(l), es decir, cuando x — > 1; 


9) 


(x a -l) ~ a(x-l) 


cuando 


X 


- 1 = o(l). 



Las primeras dos equivalencias resultan directamente de la defmicion de sen y cos: 

x 3 x 5 x 7 x 2n+1 
1) sen(x) = x - 3T + 57~ 7!" + ' " + (2n+l)\ + ' " ~ sen(x) = x + o(x) cuando x — > 0; 



x 2 x 4 x 6 x 2w x 2 

2) cos(x) = 1- y + 47- ("If + •*• = 1- y + o(x 2 ) cuando x = o(l); 

/ . sin(x) x + o(x) 

3) tan(x) = — t~t = ~ 2 = x + o(x) cuando x = o(l) 

COS(X) X o 

w 1 - y + o(x 2 ) 

lntl+x> 1 

4) — L =\n(l+x) x = ln(*) + o(l) = 1 + o(l) cuando x = o(l); 

5) Por el desarrollo del binomio, (1 + x) a = I + ax + o(x) cuando x = o(l) 

6) Haciendo z - a x - 1 , se tiene, 

g*-l z ln(q) ln(q) ln(q) ln(q) , / W1 , / x 

— = bo+z) = = + o(D = T^o(Tj = ln <") d + od)) = ^ + 

ln(l+z) Z 

7) Es un caso particular de 6), haciendo a = e; 

8) Se deduce directamente de 4) haciendo t = x - 1, cuando x - 1 = o(l), 
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9) Aplicando 8), se tiene que cuando x - 1 = o(l), (x a - 1) - ln(x a ) = aln(x) ~ a(x - 1); 
Se puede obtener 2) tambien utilizando la identidades trigonometricas y las equivalencias 5) 

2 ^ 2 *^ 

1 - sin (x) ~ 1 - 2 sin (x) ~ 1 - cuando x = o(l). ■ 
Ejemplos de calculo de limites utilizando las equivalencias asintoticas: 

i™ fa x+l + b x+l 
1) ^ [ a +£ + c J donde a,b,c>0. Solucion 

l 



I fa x+l + + x 1 + + c x+l 



a+b + c 



a x+l + b x+1 + c x+l \ x In — r — - ln| 



_ e \ a+b + c J = gX \ a+b + c 



Ua x+l +b x+l +c x+l _\ 1 (a{a x -\) + b{b x -\) + c{c x -\) 

e x\ a+b+c ) =e a+b+c\ x 

l 

1 ( ax\n(a) + bx\n(b) + cxln(c)^ ( b c . a+b+c l 
,a + 6 + cl x )„ e ^ abc > =(a"b b c c ) a+b+C - 



x- <Ja 



2) J™! donde a > . Solucion 

x—?a x — CI 



yjx-yla _ m r V«~ */- rnla" J _ m r m\ a ) _ mj - ma ^ x _ a > 



3) lim W-sen^ SQlud6n 



m / 



x-a v x -a v x -a v x -a v x-a ma 



tan(x) - sen(x) _ Sen ^lcos(x) *J sen(x)(l -cos(x)) X I 1 I 1 2 



x 3 x 3 x 3 cos(x) x 3 cos(x) x 2 cos(x) 

1 1 

2 cos(x) ~ 2 ' 
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CAPITULO V 
CALCULO DIFERENCIAL 

§ 1.5 DlFERENCIACION DE MAPEOS 

4. Sea a un punto de acumulacion de A c R. El mapeo /: A — > R es 
diferenciable en el punto a, si existe un mapeo L • (x - a) lineal con relacion a (x - a), llamado 
diferencial del mapeo /: A — > R en el punto a; que cumple la igualdad 

/(x) - /(«) = L • (x - a) + o(x - a) cuando x-a — o(l). 

El diferencial de un mapeo en un punto esta defmido univocamente, puesto que 

f(x)-f(a) =L.(x-a) + o(x-fl) » f(X lZ{ (a) =L +o(l), 

de donde , lim ' f(x) ~^ a) = lim ( L + o(l) ) = L 

y, por el teorema de unicidad del limite, se tiene que el numero L queda defmido univocamente. 

. El numero 

ABx^a x — a 

se llama derivada (6 mapeo derivado) de / con respecto de x en el punto a. 
Se puede escribir de forma equivalente 

m - m 

o sea, 



f(a):= lim m - M 



= f(a) + o(l) cuando A bx -a = o(l). 



/(x) - /(«) - f{a) (x -a) + o(x - «) cuando x — > «, x g A. 
Sea A* := { x e A | /: A — » R es diferenciable enx } 

El mapeo /': A f -> R definido por la relacion f\a -> f(a) = . lim f^~J^ a \ v a e A* 
donde el mapeo /: A — » R es diferenciable, se llama derivada (6 mapeo derivado) de /. 

Al denotar la diferencia h -=x - a, llamada incremento de x; se obtiene 

/(x + h)- /(x) = / f (x) h + o(/i) cuando /* = o(l), es decir, cuando h — » 

r /(s + jp - /(s) 

y el mapeo / f : A f — > R queda entonces definido por la igualdad f(x) •= ^ — 

La diferencial L • (x - a) del mapeo / se denota por df{a), es decir df{a) = f(a) (x - a). 
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En muchos de los casos, cuando a un mapeo /: [ a, b ] — > R, definido en un segmento [ 
a, b ] a R, se le quiere estudiar su comportamiento en los puntos extremos a y b\ es necesario 
restringir el concepto de diferenciacion defmiendo la diferenciacion lateral. 

finicion 11.4. El mapeo /: [ a, 6 ] — > R es diferenciable en a por la derecha, 

si 

/(x) - /(«) = f(a + ) (x-a) + o(x - a) cuando x4fl,XG[a,i], 
en donde el limite 

f(a+) ._ lim f(x)-f(a) 

J V J [a; b]3x^a + X -a 

existe y es llamado derivada de / por la derecha del punto a. 

finicidn 12.4. El mapeo /: [ a, b ] — > R es diferenciable en 6 por la izquierda, 

si 

/(x) - f(b) = f(b~) (x - b) + o(x - b) cuando x — > ft, x g [ a, ft ], 
en donde el limite 

rftn ._ lim IM^M 

J K J [a; b]3x^b~ X -a 

existe y es llamado derivada de / por la izquierda del punto b. 

. El mapeo /: A — > R es diferenciable en un conjunto S c A, si es 
diferenciable en cada punto a del conjunto 5. 

El mapeo /: A — > R es diferenciable en un segmento [ a, 6 ] c A si es diferenciable en cada 
punto del intervalo ] a, b [ c [ a, ft ] y ademas / es diferenciable en a por la derecha y / es 
diferenciable en b por la izquierda. 

La familia de todos los mapeos /:A^5cR que son diferenciables en el conjunto AcR 
se denota como 3) ( A; B ), es decir 

2) ( A; 5 ) : = {/: A — > 5 c: R I / es un mapeo diferenciable en A } 

Se puede escribir 3) (A) en lugar de 3) ( A; R ). 

La notacion juega un papel muy importante en la matematica. J.L. Lagrange denoto el limite 

lim f(x)-f(a) Leibnitz denoto el limite Jim f(x + h)-f(x) <$j_ 

ABx^a x-a F j \ h ^ F dx 5 J 

Arbogast sugirio que la derivada de un mapeo / fuera denotada como D f. El simbolo D llamado 

operador de derivacion, ha tenido gran aceptacion y sugiere que Df es un nuevo mapeo obtenido por 

el operador D. La diferencia f(x) - f{a) W.G. Leibnitz la denoto como Af := f(x) - f(a) y la llamo 

incremento del mapeo; y a la diferencia h := x - a la denoto como Ax := x - a y la llamo incremento 

del argumento x, o simplemente incremento de x. En este caso, se tiene 

&f'-=f(x + h)-f(x) = f(x)-f(a) y Ax-=h=x-a. 
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§ 2.5 INTERPRETACION GEOMETRICA DE LA DERIVADA Y LA DlFERENCIAL. 

Teorema 1.5. Sea a un punto de acumulacion de un conjunto A c R. El mapeo /: A — > R es 
diferenciable en el punto a si, y solo si / permite una aproximacion lineal 

fix) = Co + c\ (x - a) + o(x - a) cuando x — > a, x g A. (**) 

. Sea /: A — > R un mapeo, defmido en un conjunto A c R y a un punto de 
acumulacion fijo de A. Se trata de encontrar un punto Co tal que, Co sea la mejor constante que 
caracterice el comportamiento del mapeo / en la vecindad del punto a, es decir 

fix) = Co + o(l) cuando x —> a, x g A. (*) 

Esta ultima igualdad es equivalente a que li m /(x) = cq. Si, en particular, el mapeo es 
continuo en el punto a, entonces ^ m /(x) = f{a) y, por lo tanto Co = /(«)• 

Tratemos ahora de encontrar un mapeo Co + C\ (x - a) tal que se pueda tener 

/(x) = Co + c\ (x - a) + o(x - a) cuando x — > a, x g A. (**) 

lo que es una generalizacion del problema anterior, puesto que la igualdad (*) se puede escribir de la 
forma 

f{x) = Co + o((x - a) ) cuando A 3 x - a = o(l). 

De (**) se sigue inmediatamente que 

= lim m^co 

ABx^a X — a 

Y, en terminos generates, si buscaramos un polinomio 

P(a; x ) = Co + ci(x - a) + C2(x - a) 2 + • • • + c n (x - df 

tal que 

f(x) = Co + ci(x - a) + C2(x - a) 2 + • • • + c w (x - df + o((x - cuando A b x - a - o(l). (***) 

Entonces encontrariamos sucesivamente los valores univocos 

lim tt ^ lim litn ~ ( g o + g i + - + Z ) 

C - 4 iim fix), C\ = A iim , • • • , C n = A iim 

A3x^a jy y ' ABx^a X-a 9 ' X-« 

con la condicion de que todos los limites existen; en caso contrario la condicion (***) no se satisface 
y el problema no tiene solucion. 

Si el mapeo / es continuo en el punto a, entonces, como se ha mencionado, se sigue que Co 
- f( a ) y se obtiene la igualdad 

fix) - fia) = c\ (x - a) + o(x - a) cuando x-a - o(l), x g A. 

que es equivalente a la condicion de la diferenciacion del mapeo / en el punto a. 

De esta ultima igualdad se sigue que 
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A3x^a X -a J v J 

El mapeo cp(x) := Co + c\ (x - a), en donde Co = fip) y C\ = f\a), es el unico mapeo de esa 
forma, que cumple la relacion (***), por lo que el mapeo 

<p(x)= /(«) + f(a)(x-a) 

representa la mejor aproximacion del mapeo / en una vecindad del punto a, en el sentido de que 
para cualquier otro mapeo \|/(x) := Co + c\ (x - a), se tiene la diferencia f(x) - \|/(x) ^ o(x - a) cuando 
x -a - o(l),x e A. 

La grafica del mapeo cp(x) = f(a) + f\a) (x - a) es la recta 

j-/(«) = / f («)(^-«X 

que pasa por el punto ( a, f{a)) y tiene una pendiente (coeficiente angular) de f{a) y, puesto que esta 
recta da la mejor aproximacion del mapeo 6 grafica del mapeo y = f(x) en una vecindad del punto ( 
a, /(a)), se tiene la siguiente defmicion: 

finicion 14a . Sea /: A — > R un mapeo, defmido en un conjunto AcRy diferenciable en 
un punto a e A. La recta y - f{a) = f{a) (x - a) se llama tangente de la grafica del mapeo / en el 
punto P«( a, /(a)). 

finicion 15.4. Sean /, g: A — > IR dos mapeos continuos en un punto a e A de acumulacion 
del conjunto A c R. Si /(x) - g(x) = o ((x - cuando x - a = o(l), x e A, se dice que / y g son 
tangentes en el punto a en orden no menor que n. 

De acuerdo a esta defmicion, el mapeo cp(x) = f{a) + f{a) (x - «) es tangente en el punto a 
g A al mapeo /: A — > R, que es diferenciable en este punto. 

Ademas, se puede decir que el polinomio 

P n {a\ x ) = Co + c\(x - a) + C2(x - a) 2 + • • • + c w (x - a) w 

es tangente en el punto a, en orden no menor que fi, al mapeo /. 

La diferencia h = x - a se puede ver como un vector, con punto inicial a, que define el valor 
x = a + h. La familia de vectores de este tipo la denotaremos como TR(«). En forma analoga, 
denotaremos como TR(/(a)) a la familia de vectores defmidos por la diferencias /(x) - f(a). 
Entonces de la definicion de diferencial, se sigue que el mapeo 

J/(a):TR(a)^TR(/(a)) 

definido por la diferencial h — > f(a) h =• df(a) h es tangente al mapeo 

h^f(a + h)-f(a) =:A/(a;A). 

dado por el incremento del mapeo diferenciable. 
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La diferencial df(a) h = f\a) h se define completamente por la derivada f\a) del mapeo / 
en el punto a, el cual se puede encontrar como el Hmite 

f(a) = Hm fix) ~ /(«) 

3 V } ABx^a X -a 
§ 3.5 INTERPRETACION Ff SICA DE LA DERIVADA Y LA DlFERENCIAL. 

La interpretacion fisica de la derivada es la velocidad de cambio de f(x) en el momento a de 
tiempo; la interpretacion geometrica de la derivada es el coeficiente angular de la tangente a la 
grafica del mapeo y = f(x) en el punto ( a, f(a)). 

Supongase que se quiere resolver el problema de Kepler de la ley de movimiento de dos 
cuerpos, por ejemplo, un planeta m con relacion a una estrella M. Elijase el origen de coordenadas 
cartesianas en M. Entonces la posicion del planeta m en el momento t se puede determinar con las 
coordenadas (x(t), y(t)). El movimiento de m, con relacion a M se realiza de acuerdo a dos leyes de 
Newton: 

La ley general de movimiento ma -F que relaciona al vector de fuerza F con el vector de 
aceleracion a mediante un coeficiente de proporcionalidad m; y la ley de la gravitation universal, 
que permite encontrar la action gravitacional entre los cuerpos My m por la ecuacion 

_ Mm 
\ r \ 

en donde r{t) = (jc(f), y(t)) es el vector cuyo origen es M y extremo m 9 y \r\ = ^x 2 (t) + y\t) es la 
longitud del vector r., es decir, la distancia entre los cuerpos My m. 

La aceleracion caracteriza el cambio de velocidad v(t). La forma mas simple de movimiento 
es el que se realiza por la inercia de un cuerpo libre, en la cual el cuerpo hace recorridos iguales en 
intervalos de tiempo iguales. A esto se lo llama movimiento rectilineo uniforme. Si el cuerpo se 
mueve uniformemente y r(0) y r(l) son los vectores de radio en los momentos t = y t = 1 
respectivamente, entonces en cualquier instante de tiempo se tiene 

r(t)-r(0) = vt, 

en donde v = r(l) - r(0)- Asi, el desplazamiento r{t) - r(0) resulta, en el caso mas simple, un mapeo 
lineal de tiempo y que juega el papel de coeficiente de proporcionalidad entre el desplazamiento 
r(i) - r(0) y el tiempo t. Este vector v se llama vector de velocidad del movimiento uniforme. Se ve 
que el movimiento es rectilineo por la ecuacion parametrica de su trayectoria: r{i) = r(0) + v • t, que 
es la ecuacion de una recta. 

Si suponemos la ausencia de fuerzas exteriores, es decir, F = 0, entonces la aceleracion es 
nula, lo que significa que la velocidad no cambia con el tiempo con lo que se llega a la ley de 
inercia, mediante el cual un cuerpo se mueve a velocidad constante. 

La velocidad v(t) del cuerpo m en todos los instantes de tiempo cercanos a un momento to 
debera estar cercana al valor v(fo) que se desea determinar. En este caso, el movimiento en una 
pequena vecindad poco se diferencia del movimiento uniforme con velocidad v(fo). 
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En nuestro problema se tiene entonces v(t) « v(*o) cuando el valor t es cercano al valor to, es 
decir, v(t) - v(fo) = o(l) cuando t - to = o(l). Entonces se debera tener 

r(t) - r(to) « v(fo) • (f - *o), cuando J - fo = o(l), esto es, 

la diferencia r{t) - r{to) es equivalente a v(*o) * (t - to), cuando t - to = o(l), 6 lo que es lo mismo, 

r(t) - r(to) = v(t ) • (t - to) + o(v(f ) • (t - 1 )) 9 cuando t-t = o(l). 

Aqui es necesario notar que |v(fo) (*-*o)| = |v(*o)| |f-*o|, P° r lo que si v(*o) + 0, entonces 
|v(*o) (t - to)\ es del mismo orden que \t - to\ 9 y por esto o(v(fo) * (t - to)) = o(t - to). Por lo tanto, se 
puede escribir 

r{t) - r{to) = v(to) - (t - to) + o(t - to), cuando t - to = o(l). 
lo que no cuando excluye el caso cuando v(*o) = 0. La relacion anterior es equivalente a la relacion 

lo que se puede aceptar como definicion de la velocidad instantanea del cuerpo en el momento to. 
Como el vector r{t) - r{to) tiene coordenadas (x(t) - x(to) 9 y(t) -y(to)) 9 entonces 



r{t)-r{tp) (x(t)-x(to) y(t)-y(t ) 
t-k I t-to ' t-to 



y, por lo tanto 



v(t ) = Hm r(t)-r(to) = ( Um lim y(t)-y(to, 

K J t->t t-to \t->t t-to ' t-> t t-to 

En tal caso, si v(*o) * 0, entonces r(f) - r(fo) = v(*o) * (* - *o) es la ecuacion de la recta 
tangente a la linea de trayectoria del cuerpo en el punto (x(to) 9 y(to)). 

Entonces, el movimiento descrito por la mecanica clasica, mediante la relacion ma = F 9 se 
puede ver de la siguiente manera: 

Si r{t) = (x(t) 9 y(t)) es el radio vector de movimiento del cuerpo en movimiento m en el 

momento t\ v(t) = r{t) = (x(t) 9 y(t)) es el vector de velocidad de cambio r{t) en el momento t\ y 
ait) - r(t) = (x(t) 9 y(t)) es el vector de aceleracion de cambio v(t) en el momento t\ entonces, la 
ecuacion ma - F, se puede escribir como 

m • r(t) = F(t) 

6 bien, el movimiento en el campo de gravitacion en coordenadas toma la forma 

_m 



x(t) = -GM 
y(t) = -GM 



[x\t)+y\t)\ 

m y 

[xXt)+y\t)f 
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§ 4.5 Propiedades algebraicas de la derivada. 

Directamente de la defmicion se sigue que la derivada de un mapeo constante k: A — > R es 
cero, es decir K = 0; puesto que k(x) - k(a) = (x - a) + o(x - a) cuando x — » a, x g A. 

Directamente de la definicion se sigue que la derivada del mapeo identidad I: A —> A c R es 
la unidad, es decir I f = 1 ; puesto que I(x) - 1(a) = 1 (x - a) + o(x - «) cuando x — > x g A. 

Teorema 2.5. Sean /, g: A — » R dos mapeos diferenciables en un punto a e A c R. Entonces 

1) El mapeo suma / ± g: A — > R es diferenciable en el punto a, Ademas 

(/ ± g)\a) = (/' ± g')(a); 

2) El mapeo producto fg: A — » R es diferenciable en el punto a, Ademas 

(fg)'(a) = (fg' + gf)(a); 

I 

3) El mapeo cociente : A — > R es diferenciable en el punto a, si g(a) ± 0, Ademas 



entonces 



. Como los mapeos /:A^Ryg:A^R son diferenciables en el punto a, 
fix) - f(a) = f(a) (x-a) + o(x - a); y 
g(x) - g(a) = g\a) (x - a) + o(x - a) cuando x — > a, x g A. 
Por lo tanto, cuando x -a = o(l), x g A, se tiene 

1) (/ ± g)(x) - (/ ± g)(a) = f(x) ± g(x) - (/(a) ± g(a)) = /(x) - /(«) ± (g(x) - g(a)) = 
=/'(«) (x - a) + o(x - a) ± [g'(«) (x - a) + o(x - a)] = (/'(a) ± g'(«)) (x - a) + o(x - a) = 
= (/' ± g')(a) (x - a) + o(x - a), es decir, 

(/ ± g)'(a) = (/' ± g')(a); 

2) (/g)(x) - (/g)(«) = /(x) g(x) - /(a) g(a) = [/(x) - /(a)] g(x) + /(a) [g(x) - g(a)] = 
= [/'(a) (x - a) + o(x - a)] [g(a) + o(l)] + /(a) [g'(a) (x - a) + o(x - a)] = 

= (/'(«) <?(«)) (x - a) + (/(a) g'(«)) (x - a) + o(x - a) = 

= [/(«) g'(a) + g(a) /'(a)] (x - a) + o(x - a) = (/g' + g/')(a) (x - a) + o(x - a), es decir, 

(fg)\a) = (/g' + g/')(«); 

3 > (fMf)*>=^-*o =^)[/w^)-/(«)^)] = 
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{[f(x) - /(«)] g(a) - f(a) [g(x) - g(a)]} = 



1 _ g(x)-g(a) 
g\a) g\a) g(x) . 



J__ 2(1) " 

lg\a) g\a)(g{a) + o(\)\ 



{[/'(«)(* - «) + o(x - a)] g(a) - f(a) [g\a)(x -a) + o(x - a)]} = 



tfcj + o(l)J {[/'(«)#(«) - f(a)g\a)] (x-a) + o(x - a)} 
g(a) f(a)-J(a)g(a) ^_^ + q(x _ fl) = "/^J ^ _ a ) + (* _ a)? es decir? 

En 2) y 3) el mapeo g: A — > R es continuo en el punto a, es decir, g(x) - g{a) = o(l) cuando 
x — > a, x g A, y por lo tanto - 2 / \ / ^ V I — 77\\ - o(l) cuando x^a.xgA.i 

Corolario. Sean /, g: A — > R dos mapeos diferenciables. Entonces, las derivadas de los 
mapeos suma, producto y cociente, en los puntos donde / y g son diferenciables, son 

1) del mapeo suma (/ ± g) f = f ± g' 

2) del mapeo producto (fg)' = fg } + gf 

f f\ gf-fg' 

3) del mapeo cociente 11= — 1~ en los puntos donde g ± . ■ 

V S J § 

Corolario. La derivada de cualquier combinacion lineal de mapeos es igual a la combinacion 
lineal de las derivadas de estos mapeos. 

. Puesto que un mapeo constante es evidentemente diferenciable y su derivada 
es cero, entonces del teorema se sigue que 

en/ + c 2g y = (cjy + (c 2 g y = ci /' + c 2 g f 

y por induction se puede verificar que 

Corolario. Si los mapeos /i, ... , f n son diferenciables en un punto x entonces 

(/i f n y= mi- in + hh-u + ••• + flfr-fn. 

. Para fi = 1 es evidente. Si se verifica para un n e ON, entonces, por el punto 2) 
del teorema, se verificara tambien para (n + 1) e IN. ■ 

Corolario. Del teorema y de la definition de diferencial se obtiene que 

1) d(f±g) = df±dg 

2) del mapeo producto d(fg) = f dg + g df 
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3) del mapeo cociente eA ^ J = ^ ^ J ^ en j os puntos donde g ± 0. 



1) d(f± g)(a) = (/ ± g)'(«) - a) = (/' ± (x-a) = f(a) (x-a)± g\a) (x-a) = 
= df(a) ± d g(a); 

2) d(fg)(a) = (fg)\a) (x-a) = (fg' + gf)(a) (x-a) = {fg%a) (x-a) + (gf)(a) (x - a) = = 
f(a) g\a) (x-a) + g(a) f\a) (x-a) = f(a) dg(a) + g(a) df(a); 

3) <f>) = (f)'w»-.) = ^ m 'y W tr-.) = 

_ g(a) f(a) (x-a)- f(a)g'(a) (x - a) _ g(a) df(a) - f(a) dg(a) 
g\a) ~ g\a) 

Teorema 3.5 (Diferencial del mapeo compuesto). Sea /:A^BcRun mapeo diferenciable 
en un punto aeAcR,y sea g: B — > R un mapeo diferenciable en el punto b = f(a) e B. Entonces 
el mapeo composicion go /: A ^ B c R es diferenciable en el punto a. Ademas, la diferencial 
d(gof)(a): TR(a) TR(g(f(a))) de la composicion gof es igual a la composicion d g(b)odf(x) de 
los diferenciales 

df(a): TR(a) -> TR(/(a)), d g(b): TR(b) TR(g(b)\ en donde b = f(a). 

. Como el mapeo /: A — > R es diferenciable en el punto a, entonces 

y - b = f{x) - f(a) = f(a) (x - a) + o(x - a) cuando x-a = o(l), x e A; 

y , como el mapeo g: A — > R es diferenciable en el punto b = f(a), entonces 

g(y) ~ 8(b) = g\b) (y-b) + o(y-b) cuando y-b = o(l), y = f(x) e B. Ademas, 

o(y - b) - o(/(x) - /(a)) = o(f(a) (x - a) + o(x - a)) - o(x - a) + o(x - a) - o(x - a) 
cuando x-a = o(l). 

Por lo tanto, cuando x - a = o(l), x e A, se tiene 

(8 ° /)(x) - (g o /)(a) = - g(f(a)) = g(y) - g(b) = g\b) (y - b) + o(y - b) = 

= g\b) (f(x) - /(a)) + o(x - a) = g\b) (/'(a) (x - a) + o(x - a)) + o(x - a) = 
= g'(b) f\a) (x-a) + g\b) o(x - a) + o(x -a)= g\f(a)) f\a) (x-a) + o(x -a) = 
= ((#' ° /)(«) /'(«) (x - a) + o(x - a) = ((g' o /) f)( a ) (x-a) + o(x - a), es decir, 

(gofy = (g'of)f.m 

Corolario. Sea (f n o ... o /j): Ai — > 5 c R la composicion de los mapeos diferenciables 
f\\ A\ — > A 2 c R, / 2 : A 2 — > A 3 c R, ... , f n : A n — > Z? c R correspondientemente en los puntos 
a\ g Ai c R, a 2 - /i(«i) £ A 2 , «3 - 72(^2) £ A3, ... « w = f n -\(a n -\) g A w ; es un mapeo diferenciable 
en el punto a\ e A\. Ademas 
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Un O fn-1 O O /0 • (f n _ x O / w _ 2 O ... O /0 (/J O / t ) ■ /{ 

. Para n = 1 es evidente. Si se verifica para un n e IN, entonces, por el teorema 
anterior, se verificara tambien para (n + 1) e ON. ■ 

Directamente de la defmicion se sigue que la derivada del mapeo identico 1r: R — > R es la 
unidad, es decir (l R ) f = 1; puesto que 1r(x) - Ir(o) = (x - a) y, por lo que, cuando x — > a, x e A, 
se tiene 1r(x) - 1r(«) = (x - a) + o(x - «), es decir, (l R ) f = 1. 

§ 5.5 Derivada del Mapeo Inverso. 

Teorema 4.5. Sea /: A ^ B un mapeo biyectivo continuo en un punto a e A c R, y cuyo 

mapeo inverso / _1 :B^Aes continuo en el punto ft = /(a) e 5 c: R. Si el mapeo / es diferenciable 

en el punto a y si f(a) ^ 0, entonces, el mapeo inverso f l es diferenciable en el punto b = /(«), y 
ademas 

(f l )\b) = (f\a)T\ 

. Como los mapeos /: A ^ B y f~ l : B ^± A son mutuamente inversos, 

entonces los valores f(x) - f(a) y f l (y) - j^ l (b) no se anulan cuando y = /(x), para x & a. Como 

/: A ^ B es continuo en a, y f x \ B A es continuo en b = f(a) 9 entonces y - b = o(l), b e B; 

cuando x - a - o(l), x e A y j = /(x) ^ b para x ^ «. Para demostrar el teorema se utilizan el 
teorema del limite del mapeo compuesto y las propiedades algebraicas de los limites. 

Como / es diferenciable en a e A; se tiene 

/(x) - f(a) = f(a) (x - a) + o(x - a) cuando x — > a, x e A; o sea 

}> - b = f\a) (f l (y) - f\b)) + o(f'(y) - f\b)) , es decir 

y - b = (/'(«) + o(l)) CT'Cy) - f\b% esto es, (f(a) + o(l)) 1 (y-b) = {f l (y) - f\b)). 
Por las propiedades de o(l), se tiene que 

- r x m = j^t^) = jt)T7M = it) T^ki) = 7w (1 + 0(1)) = (/ ' (a)yI + 0(1) ' 

/•(«) 

esto es, (f ! (j) - r ! (*)) = (/'(«)) 1 (y - b) + o(y - b) cuando y - b = o(l), b e 5, es decir, 

cr >))' = (/'wr 1 . ■ 
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§ 6.5 Derivadas de los Mapeos Logaritmicos y Exponenciales. 

Ejemplo. El mapeo In: A — > R, es diferenciable en cualquier punto a e R + . 

. Cuando x - a = o(l), x e A c: R + , y por la continuidad del mapeo 

logaritmico, se tiene 

x \ „ ( ^ x-a\ fx — a\ , , 1 



ln(x) - \n(a) = ln[ — J = ln^l + ~ J = ^ - J + o(x-a) = ~(x-a) + o(x - a), es decir, 

ln(x) - ln(a) = ~ (x - a) + o(x - a), cuando x -a - o(l), x e A c R + . 
Esto significa que ln f («) = ~ V « g R + , y por lo tanto se puede escribir ln f (x) = ~ 

Por el teorema de la composition de mapeos, se tiene que, para cualquier mapeo 
diferenciable /: R — » R + , se tiene 

(In o /)' = ln'(/) f=jf=j.m 

Ejemplo. Por las propiedades de los mapeo logaritmicos, log«: R + — > R, donde « e R + - {1} 
se tiene que, para cualquier mapeo diferenciable f:A—> R + , se tiene 



. Sea /: A — > IR + un mapeo positivo, y sea g: A — » R, otro mapeo, en donde 
AcR. Entonces, el mapeo exponencial-potencial f 8 : A — » R + se define por la igualdad 

Este mapeo queda defmido tambien en los siguientes casos: 

1) Cuando /: A -> R, y g: B -> Z - {0}, en donde A c R; 

2) Cuando /: A R - {0}, yg.B^ Z, en donde A c R; 

Ejemplo. Sea /: A — > R + un mapeo positivo, y sea g: A — > R, otro mapeo, en donde AcR. 
Supongamos que ambos mapeos son diferenciables en un punto a e A. Entonces, el mapeo 
exponencial-potencial f 8 : A — » R + , es diferenciable en a e A. 

. Por las propiedades de los logaritmos (In o / g )= g (In o /), se tiene, 

(fy 

(In o fy = (g (In o f))\ esto es, j^r = g (In o /) f + (In o f) g\ de donde se obtiene 

<n =s r j +f (ho/, «~o/) 8 '.. 

Observation. El mismo resultado se puede obtener directamente. Los mapeos /: A — > R + y 
g: A — > R son diferenciables en el punto a, entonces 
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f(x) - f(a) = f(a) (x-a) + o(x - a); y 
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g(x) - g(a) = g\a) (x - a) + o(x - a) cuando x — > a, x e A. 
Por lo tanto, cuando x-a = o(l),xeA,se tiene 

f(x) - f(a) = f(xf (x) - f(af a) = f(xf x) - ftdfV + f(af x) - f(af a) = 



i) 



= g(x)f(af {a) In 



= f(a) g(x) 
/(«) 

/(«) 



l 



+ /(a)* (a) [ /(a) 



g(x) - g(a) 



i] 



In 



+ o( x - a ) 



+ /(«) g(a) - 8(a)] ln(/(a)) + o(x - a)} 



+ o(x - a) + /(a) g(a) (In o /)(a) [g'(a)(x - «) + o(x - a)] + o(x - a) 



[*(«) + o(l)] /(a) 



fl*i - f(a) 

/(«) 



+ o(x - a) I + /(a) g(a) (In o /)(«) g'(a)(x - a) + o(x - a) 



= g(a) f(af a) ~ 1 [/'(«)(x - a) + o(x - a)] + f(a) g(a> (In o /)(«) g'(a)(x - a) + o(x - a) = 

= [ g(a) f(af (d) ~ 1 /'(«) + f(af (d) (In o /)(a) g'(a) ] (x - a) + o(x - a), es decir, que cuando x — » a, x 
e A, se tiene 

/(xf w - /(a)* (fl) = (gf- 1 f + f (In o /)g')(a) (* - a) + o(x - a). 

Esto significa que (J 8 )' (a) = (g f~ l f + f (In o /) g')(a) \/ a e A, y por lo tanto se puede 
escribir como (J 8 y(x) = (g f~ x f + f (In o /) g f )(x), es decir 

(fy= gf- l r+f(i*of)g>. 

El mapeo g: A — > R es continuo en el punto a, es decir, g(x) - g(a) = o(l) cuando x — > a, x e A. m 

Ejemplo. En particular si /: A — » R + un mapeo positivo, y sea A — » IR, un mapeo 
constante, en donde A c IR. Suponiendo que ambos mapeos son diferenciables en A. Entonces, el 
mapeo potencial f: A — > IR + , es diferenciable en A. 

. Se tiene, (/*)' = k f' 1 /' + f (In o /) K = k f~ 1 /', es decir, 



(f k y = kf- l f. 
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§ 7.5 Derivadas de los Mapeos Trigonometricos. 



Teorema 22.3. Los mapeos trigonometricos sen: R^Ry cos: R — > R son diferenciables en 
cualquier punto a e R. 

. Por la convergencia absoluta de las series, se sigue directamente de la 

defmicion que 



(2/i+l)! := ( x ~ a ) / H) (2n+l)! 
Cuando (x -a) = o(l), se tiene 

n=0 n=0 n=0 

Por lo tanto, cuando (x - a) = o(l), se tiene sen(x) - sen(a) = cos(a) (x - a) + o(x - a). 
Analogamente, 

n=l 



„ + , .r 2 * +2 -a 2 " +2 „ ix 2n+l +x 2n a + --+xa 2n + a 2n+l ) 

s{x) - cos(a) := 2J-1) (2n+2)! := " < x " a > 2j (_1) (2^2)! 

n=0 n=0 



Cuando (x - a) = o(l), se tiene 

2^ (_1) (2n+2)! = 2^ (_1) (2n+2)! = 2^ (_1) (2/H-l)! = ^ (a) " 

77=0 77=0 71=0 

Por lo tanto, cuando (x - a) = o(l), se tiene cos(x) - cos(a) = - sen(a) (x - a) + o(x - a). 
De lo anterior, se tiene, sen\x) = cos{x) y cos\x) = sen{x). Por la diferenciacion del mapeo 
compuesto, si/: R — > R es un mapeo diferenciable, 

{sen of)' = serC(f)f = cos(f)f = (cos of)f y 

(cos of)' = cos'(f)f = - sen(f)f = - (sen of)f\ m 

Por el teorema del residuo de Peano en la serie de Taylor, se tiene que, cuando x — > 0, sen{x) 

. ^ sct(x) i- sct(x) 

= x + o(x). En particular, para x ^ 0, se tiene — = 1 + o(l), es decir, X A ™ — = 1 . 

Analogamente, por el teorema del residuo de Peano en la serie de Taylor, se tiene cos(x) 

X 9 

= 1 - + o(jc ), cuando x — » 0. 
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§ 7.5 Derivadas de los Mapeos Trigonometricos. 

Ejemplo. El mapeo sen: A — > R, es diferenciable en cualquier punto a gAcR. 

. Cuando x-a = o(l), x g A, y por la continuidad del mapeo coseno, se tiene 

sen(x) - sen(a) - 2 cos^"(x + a) sen^"(x - a) = 2 [cos(a) + o(l)] [ ^(x -a) + o(x - a)] = 

- cos(a) (x - a) + o(x - a), es decir, 

sen(x) - sen(a) - cos(a) (x - a) + o(x - «) cuando x — > a, x g A. 

Esto significa que sen f («) = cos(a) VagRj por lo tanto se puede escribir sen f (x) = cos(x). 

Por el teorema de la composicion de mapeos, se tiene que, para cualquier mapeo 
diferenciable /: A — > R, donde A c: R, se tiene 

(sen o /)' = sen'CO f = cos(/) /' = (cos o /) f. m 

Aqui, los mapeos sen: A^Ry cos: A — » R son continuos en el punto a, por lo que, 
cos^" (x + a) = cos^x cos^a - sen ^x sen^a - (cos^a + o(l)) cos^a - (sen^a + o(l)) sen^a - 

2 1 2 1 1 

- cos ^ - sen -ja + o(l) - cos^a + a) = cos(a) + o(l) cuando x — > a, x g A. ■ 

Ejemplo. El mapeo cos: A — > R, es diferenciable en cualquier punto a g A c: R. 

71 

. Utilizando la identidad trigonometrica cos(/) = sen( ~^ - /), se tiene, 
(cos o /)' = (cos(/))' = (sen( § - /))' = cos( § - /) (f - /)' = sen(/) (0 -/') = - (sen of) f. m 

Observation. El mismo resultado se obtiene directamente. Cuando x-a = o(l), x g A, y 
por la continuidad del mapeo seno, se tiene 

cos(x) - cos(a) - - 2 sen^(x + a) sen^(x -a) = -2 [sen(a) + o(l)] [ ^"(x - a) + o(x - a)] - 
= - sen(a) (x - a) + o(x - a), es decir, 

cos(x) - cos(«) - - sen(a) (x - a) + o(x - a) cuando x-a = o(l), x g A. 

Esto significa que cos\a) = - sen(a) V a g R, y por lo tanto se puede escribir como 
cos f (x) = - sen(x). 

Y por el teorema de la composicion de mapeos, se tiene que, para cualquier mapeo 
diferenciable /: A — > R, donde A c: R,se tiene 

(cos ofy = - (sen o f) f. 
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I n 

Ejemplo. Para cualquier mapeo diferenciable /:A^Bc{jgR | y ^2 A; e Z }, 

en donde Ac: R, se tiene 

(tano/)' = (seco/)V f . 
. De las identidades trigonometricas, se sigue 

^sen o /Y (cos o /)(sen o /)' - (sen o /)(cos o fy 



(tano/)' = 



Vcos o (cos o /) 



2 



(cos o /)(cos o /) / + (sen o /)(sen o /) / (cos o f) 2 + (sen o f) 2 1 . 

(cos o f) 2 ~ (cos of) 2 J ~ (cos o f) 2 * 9 ' 

(tan o/)< = (sec o 

Ejemplo. Para cualquier mapeo diferenciable /:A^Z?c{;ye[R | ;y ^ 71A;, k e Z }, en 
donde A c R,se tiene 

(coto/)' = -(csco/)V f . 
. De las identidades trigonometricas, se sigue 

(cot o fy = f cos °f] = (sen o /)(cos o f£ - (cos o /)(sen o f£ = 
^ J) vseno/J (sen o /) 2 

= _ (sen o /)(sen o f) f + (cos o /)(cos o f) f = _ (sen o f) 2 + (cos o f) 2 = -1 ^ dedr 

(sen o f) 2 (sen o f) 2 * (sen o /) 2 ' 9 ' 

(coto/y = -(csco/)V f .« 

I 71 

Ejemplo. Para cualquier mapeo diferenciable /:A^Bc{y gR \ y ^ — (^+1), £ e Z }, 
en donde AcR, se tiene 

(sec o fy = (tan o f) (sec o f) f. 

. De las identidades trigonometricas, se sigue 

f 1 Y (coso/V -(seno/)/' 

(sec o /Y = = - 7 ^7 = - -7 rr- = (tan o /) (sec o /) es decir, 

v J J Vcos o f) (cos o f) 2 (cos o/) 2 v J J v ^ / ^ ' ' 

(sec o /)' = (tan o f) (sec o /) f. ■ 

Ejemplo. Para cualquier mapeo diferenciable /:A^Z?c{)?e[R | y ^ nk, k e Z }, en 
donde A cR, se tiene 

(esc ofy = - (cot o /) (esc o f) f\ 

Efectivamente, de las identidades trigonometricas, se sigue 

( 1 Y fsen o fV (cos o A f 

(esc o /)' = = - J = = - (cot o /) (csc o /) f\ es decir, 

v J J Vsen o fj (sen o /) 2 (sen of) 2 v • //v * // - / ' 

(csc ofy = - (cot o /) (csc o f) f\ m 
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§ 8.5 Derivadas de los Mapeos Trigonometricos Inversos. 

Ejemplo. El mapeo sen: A — » B c: R, en donde A c R; en general no es un mapeo biyectivo. 

71 71 

Sin embargo la restriccion sen: [-^ ~^ ] <^ [-1, 1 ], es biyectiva y tiene como mapeo inverso, el 

7C 7C 

mapeo sen _1 :[ -1,1]^ [-^ 2 ]• Mostremos que este mapeo es diferenciable en cualquier punto y 
= sen(x) g ] -1, 1 [. 

71 71 

. Para x e ] 2 [, se tiene j f = sen f (x) = cos f (x) ^ y, y = sen(x) e ] -1, 1 [. 
Aplicando el teorema del mapeo inverso, se tiene 

(sen 1 )'(v) = (senYx)) 1 = — \rr = — ~r~ = , = = = , = 
v jyjJ K v )} sen f (x) cos(x) ^/l-sen 2 (x) VI -J 2 

71 71 

El signo del radical se eligio positivo, puesto que cos(x) > cuando x e ] 2 [. 

Por el teorema de la composicion de mapeos, se tiene que, para cualquier mapeo 
diferenciable /: A —> ] -1, 1 [, donde A c: R, se tiene 

(sen^o/)-^^.. 

Ejemplo. El mapeo cos: A ^ B c R, en donde A c R; en general no es un mapeo biyectivo. 
Sin embargo la restriccion cos: [ 0, n ] ^ [-1, 1 ], es biyectiva y tiene como mapeo inverso, el 

mapeo cos _1 :[ -1, 1 ] ^ [ 0, n ]. Mostremos que este mapeo es diferenciable en cualquier punto 
y = cos(x) g ] -1, 1 [. 

. Parax e ] 0, n [, se tiene/ = cos f (x) = -sen f (x) ^ y, y = cos(x) e ] -1, 1 [. 
Aplicando el teorema del mapeo inverso, se tiene 

(cos l Y(y) = (cosYx)) 1 - — \tt = - — ~T = - / , = r= = - / = . 
v 7U7 v v " cos ? (x) sen(x) yjl-cos (*) V 1 ~y 

El signo del radical se eligio positivo, puesto que sen(x) > cuando x e ] 0, n [. 

Por el teorema de la composicion de mapeos, se tiene que, para cualquier mapeo 
diferenciable /: A — > ] -1, 1 [, donde A c R, se tiene 

^'°/>'=-^-- 

71 71 

Ejemplo. El mapeo tan: A ^ R, en donde A = ] 2 [ ci R; es un mapeo biyectivo. 
Mostremos que este mapeo es diferenciable en cualquier punto y = tan(x) e R. 

71 71 

. Para x e ] 2 [, se tiene j f - tan f (x) - sec 2 (x) ^ y, j = tan(x) e R. 
Aplicando el teorema del mapeo inverso, se tiene 

(tan- 1 )'^) = (tan'(x)r 1 = = = Y+x^{x) = T+7' 
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Por el teorema de la composition de mapeos, se tiene que, para cualquier mapeo 

71 71 

diferenciable /: A — > ] 2 [, donde AcR, se tiene 

(tan 1 o /)' = j^y 2 . m 

Ejemplo. El mapeo cot: A ^ R, en donde A = ] 0, n [ cz R; es un mapeo biyectivo. 
Mostremos que este mapeo es diferenciable en cualquier punto y = cot(x) e R. 

. Para x e ] 0, n [, se tiene j f = cot f (x) = -csc 2 (x) ^ y, y = cot(x) e R. 
Aplicando el teorema del mapeo inverso, se tiene 

(cot l y(y) = (cot f (x)) 1 = cof(x) = - CSC 2( X ) = - 1 + co t 2 (x) = " Y+f' 

Por el teorema de la composition de mapeos, se tiene que, para cualquier mapeo 
diferenciable /: A — > ] 0, 71 [, donde A c: R, se tiene 

(cot- l of)'= - 1 — » 



71 71 



Ejemplo. El mapeo sec: A R, en donde A = ] 2 [ c: R; es un mapeo biyectivo. 
Mostremos que este mapeo es diferenciable en cualquier punto y = tan(x) e R. 

71 71 

. Para x e ] 2 [, se tiene/ = sec f (x) = sec(x) tan(x) ^ y, y = sec(x) e R. 
Aplicando el teorema del mapeo inverso, se tiene 

(sec^'Cy) = (sec't*))- 1 = sec , (x) = sec(x)tan(x) = sec(x ) ^/sec 2 ^) - 1 = Wj 2 "!' 



Por el teorema de la composition de mapeos, se tiene que, para cualquier mapeo 

71 71 

diferenciable /: A —> ] 2 [, donde AcR, se tiene 

(sec" 1 o fy = — -fi== . ■ 

Ejemplo. El mapeo esc: A ^ R, en donde A = ] 0, 71 [ c R; es un mapeo biyectivo. 
Mostremos que este mapeo es diferenciable en cualquier punto y - csc(x) e R. 

. Parax e ] 0, n [, se tiene/ = csc f (x) = -csc(x) cot(x) ^ y, y = csc(x) g R. 
Aplicando el teorema del mapeo inverso, se tiene 

(CSC-VOO = (CSCX*))- 1 = = - csc(x)cot(x) =- csc(x) ^j csc 2 (x) _ l = -yyJyt-V 

Por el teorema de la composition de mapeos, se tiene que, para cualquier mapeo 
diferenciable /: A — > ] 0, n [, donde A c R, se tiene 



(esc -1 o /)' = - — f==. 
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Ejemplo. Los mapeos exp a : IR — > R + y log,,: R + — » IR, en donde a e IR - {1}; son inversos 
entre si. Como se ha visto, ambos son diferenciables en cualquier punto de su respectivo dominio, 

con derivadas exp fl '(x) = a x ln(a) y loga'(y) = ~ . Comprobemos estos resultados aplicando el 
teorema del mapeo inverse 



loga'OO = (exp a - l (y)y = (exp a '(Jc)) 1 = 



exp ffl '(x) = (log^x))' = (1O&/00)- 1 = 



1 



1 



1 



exp a '(x) a x ln(a) y ln(a)' 
1 1 



1 



= y ln(a) = a ln(a). 



y ln(a) 



En particular, para a = e,se tiene: 



ln'(y) = (exp- 1 0)) , = (exp'(x))- 



1 



1 1 



exp'(x) e y ' 
exp*(x) = (ln- 1 (x))' = (ln'(j))- 1 = 1 1 



ln'(y) 



= j = e 



§ 9.5 Mapeos Hiperbolicos y sus Derivadas. 



. Los mapeos senh: A — > R, y cosh: A — > R, donde A c R, se definen por las 
respectivas igualdades 



e - e , , v e + 



senh(x) == — ^ — y cosh(x) == ^ 
se llaman respectivamente seno hiperbolico y coseno hiperbolico. 

Los mapeos senh y cosh son continuos, lo que se sigue inmediatamente de la definition 
anterior y de las propiedades del mapeo exp. 

De manera similar de como se obtienen las propiedades de los mapeos trigonometricos, 
tambien se obtienen propiedades para los mapeos hiperbolicos. 

1) senh(-x) - - senh(x); 

2) cosh(-x) = cosh(x); 

3) senh(x +y) = senh(x) cosh(y) + cosh(x) senh(y); 

4) senh(x - y) = senh(x) cosh(y) - cosh(x) senh(y); 

5) ch(x +y) = cosh(x) cosh(y) + senh(x) senh(y); 

6) ch(x -y) = cosh(x) cosh(y) - senh(x) senh(y); 

7) senh(2x) = 2 senh(x) cosh(y); 

8) ch(2x) = senh 2 (x) + cosh 2 (x); 

9) cosh 2 (x) - senh 2 (x) = 1 

10) senh(x) + senh(y) = 2 senh^(x +y) cosh^(x -y); 

11) sh(x) - sh(y) = 2 cosh^(x +y) sh^(x -y); 

12) cosh(x) + cosh(y) = 2 cosh^(x +y) cosh^(x -y); 

13) cosh(x) + cosh(y) = 2 senh^(x +y) senh^-(x -y); 
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14) senh| 

15) cosh[ 2 



cosh(x) - 1 
2 ; 

cosh(x) + 1 
2 ; 



Formula de Moivre: 

16) (cosh(x) + senh(x)) w - cosh(fix) + senh(fix) 

17) (cosh(x) - senh(x)) w - cosh(fix) - senh(fix) 

De las definiciones de seno hiperbolico y coseno hiperbolico se siguen inmediatamente las 
siguientes propiedades: 

Ejemplo. Los mapeos senh: A^Ry cosh: A — > R, son diferenciables en cualquier punto 
x g A c R, lo que se sigue inmediatamente de las definiciones de senh, cosh y la diferenciacion de 
exp. 

Y, por el teorema de la composicion de mapeos, se tiene que, para cualquier mapeo 
diferenciable /: A — > R, donde A c: R,se tiene 



(senh o /)• = = —j— f = (cosh o /) /•; y 

(g^ + G~^\ G^ — G~^ 

(cosh o /)' = {—j— J = ~ 2~ /' = (senh o /) ■ 

Se defmen tambien los mapeos: 

1 . . senh(x) . / . cosh(x) 1 / . 1 , / x 1 

tanh(x) := i / x ; coth(x) == rrr ; sech(x) == TTT ; y csch(x) == TTT . 
v 7 cosh(x) ' v 7 senh(x) ' v 7 cosh(x) ' J v 7 senh(x) 

Ejemplo. Para cualquier mapeo diferenciable /: A — » R, en donde A c: R, se tiene 

^senh o /V (cosh o /)(senh o /) f - (senh o /)(cosh o /) f 



(tanh o fy 



cosh o /J 
(cosh o /) 2 



(cosh o f) 2 



(cosh o /)(cosh o f) f - (senh o /)(senh o f) f (cosh o f) 2 - (senh o f) 2 



(cosh o f) 2 
= (secho /)*/'.■ 

Ejemplo. Para cualquier mapeo diferenciable /:A^R-{0},en donde A c: R, se tiene 
" cosh o / Y (senh o /)(cosh o /) f - (cosh o /)(senh o /) f 



(coth o fy 



senh o f 



(senh o f) 2 



(senh o /)(senh o f) f - (cosh o /)(cosh o f) f ( cosh o f ) 2 - ( senh o / ) 2 
(senh o /) 2 ~ ( senh of) 2 7 



(cscho /)*/'. 
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Ejemplo. Para cualquier mapeo diferenciable /: A — > R, en donde A c: R, se tiene 

<~* ° />■ = u^j = - ^% = - = - » <-* ° f>f- - 

Ejemplo. Para cualquier mapeo diferenciable »[R-{0},en donde A cz R, se tiene 

( 1 V (senh o /)' (cosh o f) f 
(csch ° V = l^nwJ = - (senh off = ~ (senh o ff = ~ < COth ° f> < csch ° » ' 



§ 10.4 Mapeos Hiperbolicos Inversos y sus Derivadas. 

El mapeo senh es biyectivo y estrictamente creciente por lo que tiene un mapeo inverso 
definido en toda la recta real. El mapeo cosh estrictamente decreciente en R y estrictamente 
creciente en R + ; por lo que pueden definir dos mapeo inversos: 

coshl 1 : [ 1, oo [ — >• [ -oo, 1 [ y cosh+ 1 : [ 1, oo [ — > [ 0, oo [. 
(senh- 1 o/) = ln(/ + V7 r TT); 

(coshl- 1 o /) = ln(/ + y[f^l ); y ( cosh 1 o / ) = ln(/ + ^/7^T ); 



(tanh^o/^mjj^ 



(coth- 1 o/) = |ln[^ ± Yj; 



(sech+ o /) = In 



(csch o /) = In 



1 Wl-/ 2 

1 +y}l+P 

f , 



y ( sech_ o / ) = In 



Para el calculo de las derivadas se utiliza el teorema de la derivada del mapeo inverso. 



Ejemplo. (senh- 1 )^) = (senh'Cx))" 1 = = ^ = ^ s J 2(x)+l = ^= 



Para cualquier mapeo diferenciable /: A — > IR, donde AcR, se tiene 



( senh 1 o / )' = — 



Ejemplo. (cosh-^'Cy) = (cosh'(*)) 1 = = — ^ = ^===[ = ^= 
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Analogamente (cosh^YCy) = (coshYx)) 1 = — tttt" = — rrr- = — /===== = j ^ . 

5 v jyjJ v v " cosh f (x) senh(x) -^cosh^x) - 1 - 1 

Para cualquier mapeo diferenciable /: A — > [ 1, +oo [, donde A c R, se tiene 

(Cosh^o/)-^^ y (cosh-Jo/)-^^.. 

(tanh-'yOO = (tanh'(x)r 1 = = = j^j^ = 737 • 

Para cualquier mapeo diferenciable /: A — > ] -1 , 1 [, donde A c: R, se tiene 

(tannic /)'=y^. H 
£/em/;/o. (coth-V(j) = (coth'(x)r 1 = = _J h2(x) = coth ^) _ \ = J~2 • 

Para cualquier mapeo diferenciable /:A— >R-[-l,l], donde A c R, se tiene 

Ejemplo. (sech- 1 )'^) = (sech'^))" 1 = = = sech(x) V I - sech^x) : 

1 



y Vw 2 ' 

Para cualquier mapeo diferenciable /: A — > ] 0, 1 [, donde AcR.se tiene 
(sech- + W)' = ^f^ y (sech-Jo/)-^^.. 

J?«*fo. (csch- 1 )'^) = (cschXx))" 1 = = _ csch(x 1 )coth(x) = csch(x)> jl c2(x)+1 

-1 



Para cualquier mapeo diferenciable /: A — > ] 0, +oo [, donde A <z R, se tiene 

(cscr 1 o /)- = — 
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§ 11.5 Tabla de las derivadas de los Mapeos Element ales. 



1) k' = 0; donde k: A — » R es un mapeo constante; 

2) (I) f = 1; donde I: R — > R es el mapeo identico; 

3) (f± 8 y = f±t, 

4) (fgy = fg' + gf; 
H *r-f* 



5) 

6) (*/)• = */■; 

9) (g o /)' = (g< o /) /'; 

10) (r 1 )' = (/T 1 ; 

11) (fy = gf- l f+ / s (lno/)g'; 

12) (/*)'= kf k - x f; 

13) (</)• = </ In (a)/'; 

14) (e f y = e f f; 

15) (seno/)' = (coso/)/'; 

16) (coso /)' =-(seno/) /•; 

17) (tan o /)' = (sec o ff /'; 

18) (cot o /)• = - (esc o /)*/'; 

19) (seco/)' = (tano/)(seco/)/'; 

20) (csco/)' = -(coto/)(csco/)/'; 

21) (sen^o/)-^^; 

22) (cos -1 o /)' = — £- 



Vw 2 ' 



'2 ? 



23) (tan" 1 o f)< = j£ f 

24) {coX l ofy = -jty 2 ; 

25) (sec^o/)-^^^; 

26) (csc^o/)--^^; 

27) (senh o /)' = (cosh o f) f ; 

28) (cosh o /)' = (senh o /) f ; 

29) (tanh o /)' = (sech o ff f ; 

30) (coth o /)' = - (csch o ff f ; 

31) (sech o /)' = (tanh o /) (sech o f) f ; 

32) (csch o /)' = - (coth o /) (csch o f) f ; 

33) (senh-o/)-^^; 
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34) (cosh", 1 o /)' = /' y (cosh". 1 o /)' = ~^= x 

36) (coth^o/)^^; 

37) (scclu 1 o /)• = j^L=j 2 y (sechl 1 o f)< = j^f=j 2 ; 

38) (csch^o/)--^^. 



§ 12.5 Derivada de un Mapeo dado en Forma Parametrica. 

Sean x = x(t) y y = y(i) dos mapeos diferenciables defmidos en una vecindad U(fo) de un 
punto to g R. Supongamos que el mapeo x = x(t) tiene un mapeo inverso t = t{x) definido en una 
vecindad E(xo) del punto xo = x{t). Por la composicion de mapeos, la igualdad y = y(t) se puede ver 
como un mapeo que implicitamente depende de x, es decir y = y(t) = y(t(x)) = (y o t)(x) = y(x). Es 
decir, un mismo mapeo se ve como mapeo de diferentes argumentos. Por los teoremas de la 
diferenciacion de la composicion de mapeos y del mapeo inverso, y puesto que y(x) = (y o t)(x), se 
tiene 

y'(x) = (y o t)\x) = y\t(x)) t\x) = y\t) ^ = ^ . 

§ 13.5 Derivadas de Orden Supeior. 

Un mapeo diferenciable /:A^ficR, donde A c R, define un nuevo mapeo f: A — > /?, 
llamado derivada (6 mapeo derivado) de /. El mapeo f:A — > B, a su vez, puede ser diferenciable, y 
defmir un nuevo mapeo (/ f ) f : A — > B, derivado de f\ llamado segunda derivada de /. 

m. Por induction, si un mapeo es la derivada de orden n - 1 de /, y es 

diferenciable, entonces se dice que el mapeo / es n veces diferenciable, y el mapeo f n \ llamado 
derivada de orden n de /, queda definido por la igualdad 

fin) ;= (/ („-l) )t> 

Se considera, por definition, / (0) /. 

La familia de mapeos /:A^ScR, que tienen enAcR, derivada de orden n, se denota 

por 

3) (n) (A;B). 

y por ^ n \A\ B) se denota la familia de mapeos /: A — > B c: R, que tienen enAcR, derivada 
continua de orden n. 

Escribiremos #°(A) en lugar de #°(A; R) y 3) {n) {A) en lugar de #°(A; R). 

En particular ^ 0) (A; B) = %A\ B) y 3) (0) (A; B) = 3>(A; 5). 
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sen(x) 

cos(x) 

exp«(x) = a x 
exp(x) = e x 



cos(x) 

-sen(x) 
a x \n(a) 



-sen(x) 



r 

-cos(x) 



•(II) 



sen x + n 



71 



2 ' 



-cos(x) cos(x) 



COS 



71 

I x + n 2 



a x \n\a) a x \n\a) a x ln». 



Teorema 5.5. (Formula de Leibnitz). Sean /, j:4^BcR, dos mapeos que tienen enAc 
R derivadas de orden n. Entonces, la derivada de orden n del mapeo producto esta dado por la 
igualdad 



(fgP = ^$f { "- k) 8 ik \ endondeg 



\jc)-(n-k)\k\ 



k=0 



. Por induction, para n = 1 , coincide con el teorema de la derivada del mapeo 
producto. Supongase que los mapeos /, g: A — > B c R, son n + 1 veces diferenciables en A y 



n 

supongase que ( fg ) (n) = ^ Q g ( * } . Entonces, 



como I ^ I + 



A: — 1 



n + 1 

A: 



k=0 
f . 



( /g = (( / * ) (n) )' = 



V 



A:=0 



1$^* =ZS / " , * < ' +1,+ ZQ /l "' 



, se tiene 



A:=0 



fc=0 



/ 



(«+i) 



w n+l 

* (0)+ Z0 + ^-i) /( " +I_fc) / )+ / (o) g (n+i) = Xt 1 * 1 )^ gik) - 



k=l 



k=0 



Ejemplo. Sea P(x) = Co + cix + C2X 2 + • • • + c n x n un polinomio de grado n 9 entonces 



P(x) = Co + cix + C2X + • • • + c n x n ; 

P'(x) = C\ + 2c2X + 3c3X 2 + • • • + wc w x w_1 ; 

F'(x) = 2c 2 + 2-3c 3 x + 34C4X 2 + ••• + {n-X)nc n x nl \ 

P m (x) = 2-3c 3 + 2-34ciX + 3-4-5c 2 x 2 + ••• + (w-2)(w-l>c w x w " 3 ; 



P (w " 1} (x) = 1-2 (n-T)(n-X)c n - X +2-3 (ti-1>ic„x; 

P (w) (x) = 1-2-3 (n-3)(n-2)(n-l)nc n ; 

P (n+l \x) = 0; 

De donde se obtiene 



P(0) = 0!c 
P\0) = Ucu 
P"(0) = 2!c 2 ; 
F"(0) = 3!c 3 ; 
fO-'XO) = (n-l)!c„_ i; 
P in \Q) = n\c n - 
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§ 14.5 Teoremas del Valor Medio. 



r 5. Sea /: A — > B c: R un mapeo defmido en un conjunto A c: R. Un punto 
c e A c R se llama punto de maximo (minimo) local de /, y su imagen llama maximo (minimo) 
local de /, si existe una vecindad Ea(c) del punto c en el conjunto A, tal que 

V x e E A (c), se tiene /(x) < /(c) (/(x) > /(c)). 

r 9. Sea /: A ^ B c R un mapeo definido en un conjunto A c: R. Un punto 
c e A c: R se llama punto de maximo (minimo) local estricto de /, y su imagen llama maximo 
(minimo) local estricto de /, si existe una vecindad E A (c) del punto c en el conjunto A, tal que 

V x e E A (c), se tiene f(x) < /(c) (/(*) > /(c)). 

Sea /: A ^ B c R un mapeo definido en un conjunto A cz R. Los puntos 
de maximo local y de minimo local de / se llaman puntos de extremos locales de /, y sus imagenes 
se llaman extremos locales de /. 

. Sea /: A — > B <z R un mapeo definido en un conjunto A <z R. Un punto 
c e A cz R se llama punto de extremo interior de /, si a es un punto de extremo local de /, y es un 
punto de acumulacion para los conjuntos A+={xeA\x>c }yA_={xeA|x<c}. 

(Fermat). Sea /: A — > B c: R un mapeo definido en un conjunto A c R. Si / es 
diferenciable en un punto de extremo interior c e A, entonces su derivada en este punto es cero, es 
decir, f{c) = 0. 

. Como / es diferenciable en el punto de extremo interior xo e A, entonces 

/(x) - /(c) = / f (c) (x - c) + o(x - c) cuando x - c = o(l), x e A, 

es decir, /(x) - /(c) = (/ f (c) + o(l)) (x - c) cuando x-c = o(l), xgA. 

Como c e A es un punto de extremo interior de /, entonces existe una vecindad Ea(c) del 
punto c en el conjunto A, tal que 

V x g E A (c), se tiene /(x) - /(c) > ( 6 /(x) - /(c) < ). 

Si fuera f(c) ^ 0, entonces V x e Ea(c), se tiene que (/ f (c) + o(l)) tendria, por el teorema de 
conservacion del signo, el mismo signo que f\c) en alguna una vecindad Ea(c) de c, y sin embargo 
el signo de la diferencia (x - c) puede ser positivo 6 negativo en Ea(c), ya que c e A es un punto de 
extremo interior de /. 

Por consiguiente, si f\c) ^ 0, entonces /(x) - /(c) tiene un signo constante, mientras que el 
signo de (f(c) + o(l)) (x - c) depende del signo de la diferencia x - c. Esta contradiccion demuestra 
la afirmacion del lema. ■ 

El lema de Fermat muestra la condicion necesaria para que un punto c sea un punto de 
extremo interior. Mas delante se vera que dicha condicion no es suficiente. 
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Teorema (Cauchy). Sean /, g: [ a, ft ] — > R dos mapeos continuos en el segmento [ a, ft ] y 
diferenciables en el intervalo ] a, b [ , es decir, /, g g <g( [ a, b ] ) fl 3)( ] a, ft [ ). Entonces existe un 
punto CG]a,J[, para el cual 

A*) = *'(*) (f(b)-f(a)). 

. Como /, g g <g( [ a, ft ] ) fl 2)( ] a, ft [ ), entonces el mapeo ft: [ a, ft ] —> R, 
definido por la igualdad 

A(x) == (f(b) - /(«)) g(x) - f(x) (g(b) - g(a)). 

tambien pertenece a la clase <g( [ a, ft ] ) fl 3)( ] a, ft [ ). Ademas = /z(ft). 

Como ft g ^ [ a, ft ] ), entonces, por el teorema de se encuentran al menos dos puntos xm 
, x m g ] a, ft [, en los cuales ft alcanza correspondientemente, sus valores maximo y minimo en este 
segmento. Si /i(xm) = ft(x m ), entonces ft es un mapeo constante en [ a, ft ] y, por lo tanto, h\x) = 
V x g [ fl, ft ]. Si por el contrario > h(x m ), entonces uno de los puntos xm 6 x m debera ser un 
punto interior del intervalo ] fl, ft [. Denotando a este punto como c obtenemos, por el lema de 
Fermat, que h\c) = y, por lo tanto 

h\c) = (f(b) - /(«)) g\c) - /'(c) (g(b) - g(a)) = 

de donde se deduce la afirmacion del teorema. ■ 

Corolario (Teorema de Lagrange). Sea /: [ a, ft ] — > R un mapeo continuo en el segmento [ 
a, ft ] y diferenciable en el intervalo ] a, ft [ , es decir, / g <g( [ a, ft ] ) fl 3)( ] a, ft [ ). Entonces existe 
un punto c g ] a, ft [, para el cual 

/(Z>)-/(a) = /'(c)(Z>-a). 

. Se deduce aplicando el teorema de Cauchy para el mapeo / y el mapeo 
identidad 1 g % [ a, ft ] ) fl 3)( ] a, ft [ ), es decir 

(/(ft) - /(a)) 1= /'(c) (ft -a).- 

El teorema de Lagrange es llamado tambien teorema del valor medio 6 teorema de los 
incrementos finitos. 

Corolario (Teorema de Rolle). Sea /: [ a, ft ] — > R un mapeo continuo en el segmento [ 
a, ft ] y diferenciable en el intervalo ] a, ft [ , es decir, / g <g( [ a, ft ] ) fl 3)( ] a, ft [ ). Supongamos 
que /(ft) = /(a). Entonces existe un punto c g ] a, ft [, para el cual 

/'(c) = o. 

. Se deduce aplicando el teorema de Lagrange para el mapeo /, tomando en 
cuenta que /(ft) = /(a), es decir 

= (f(b)-f(a)) = f\c)(b-a).m 
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Corolario (Regla de L'Hopital). Sean f 9 g:]a 9 b[—>R dos mapeos diferenciables en el 
intervalo ] a, b [ , es decir, f,ge 2J( ] a, b [ ) (donde -oo <a <b < +00 ). Supongase ademas, que 
g\x) ^ en ]a,b[ 9 y que 

f(x) 

li m + f/ x = 0, donde -00 < p < +00. 

1) si /(x) = o(l) y g(x) = o(l) cuando x — » a + , 6 

2) si li m + #(x) = 00 cuando x — > a + , 

* m0nCGS x^a + g(x) ~x^a + g\x) - P ' 

Un teorema analogo se cumple para cuando x — > ft". 

. Supongamos primero que /? < +00. Tomense dos numeros fijos r, 5 tales que 

/; < r < 5. Como *^tt -p = o(l) cuando x — > « + , entonces existe un punto Xo e]a 9 b [ 9 tal que V 
8 \X) 

f(x) 

x e] a, xo [ se tendra ^tt < r < 5. Como g f ( x ) ^ en ]a 9 b [ 9 g(x) es estrictamente monotona en el 

8 v*v 

intervalo ]a,b],y pro lo tanto se puede elegir un punto x\ e] a 9 Xo [ tal que g(x) ^ en ] a, xi 

[• 

Para dos puntos x,y e ]a,x\ [, por el teorema de Cauchy, existe un punto c e ] a, x\ [, para 

el cual 

(/(*) - /CO) *'(<0 = AO GK*) - *00) 

- f(y) 

de donde se tiene que ^ _ ^ < r, si jc, j e ] a, x\ [. 

En el caso 1) si f(y) = o(l) y g(y) = o(l) cuando j — » a + , se tiene 

fix) -o(l) f(x) . 

g(x)-o(l) g(x) 

En el caso 2) si x ^ m z + <?(*) = 00 cuando a: — » a + , con un_y fijo, se tiene 

Six) - gjy) £<ZL n , 

g(x) =l- g(x) >0,porloque 

g(x)-giy) g(x) g(x) V g(x)J' 

g(x) gix) g(x) 
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f(x) 

En ambos casos, existe un intervalo ] a, x s [, tal que en cualquiera de sus puntos se tiene 

<s. 

Como s es un numero arbitrario, tal que p < s 9 entonces para p = -oo, la regla de L'Hopital 
queda demostrada. 

Si, en cambio - oo < p 9 entonces se pueden tomar dos numeros fijos -r, -s tales que 
p > -r > -s y de forma analoga, se encuentra un intervalo ] a, x s [, tal que en cualquiera de sus 

• fix) 
puntos se tiene > -s. 

Como -s es un numero arbitrario, tal que p > s 9 entonces para p = +00, la regla de L'Hopital 
queda demostrada. 

Si, por ultimo, -00 <p < +00, entonces para cualquier par de numeros r, -r, tales que - 

r <p < r, se encuentra un intervalo ] a, x s [ fl ] a, x_ s [, tal que en cualquiera de sus puntos se tiene 

fix) , . fix) 

-r < < r, es decir, - p = o(l) cuando x — > « . 

Analogo se puede demostrar para cuando x — > ft". ■ 

Corolario (Monotonia de los Mapeos). Sea /: A — > B c IR un mapeo defmido en un 
conjunto A c IR. Si la derivada /' de / es no negativo (no positivo) en cualquier punto de un 
intervalo ] a, ft [ c: A, entonces el mapeo / no decrece (no crece) en este intervalo. 

. Sean x\, X2 e ] a, ft [ dos puntos del intervalo, tales que x\ < X2, es decir, X2 
- x\ > 0. Entonces, de acuerdo al teorema de Lagrange, para el mapeo /, existe un punto c e 

] x\, X2 [, para el cual 

f(x 2 )-f(x 1 ) = f(c)(x 2 -x 1 ). 
En este caso el signo de /(X2) - f(x\) coincide con el signo de f\c). ■ 

Corolario (Mapeos Inverso). Sea /:/^BcRun mapeo definido en un intervalo / c IR. Si 
la derivada f de / es positivo (negativo) en cualquier punto de /, entonces el mapeo / es continuo y 
monotona en /, y tiene un mapeo inverso f 1 , definido en el intervalo f(l) y diferenciable en el. 

. Se deduce del corolario anterior y el teorema del mapeo inverso. ■ 

Corolario (Mapeo Constante). Un mapeo /: [ a, ft ] — > B c: R continuo en el segmento [ 
a, ft ] es constante en [ a, ft ] si, y solo si, su derivada es nula en cualquier punto del intervalo ] 
a, ft [. 

. Demostremos que, si f\x) = V x e ] a, ft [, entonces el mapeo / es 

constante en [ a, ft ]. 

Sean x\, X2 e ] ft [ dos puntos del intervalo, tales que x\ < X2, es decir, X2 - X\ > 0. 
Entonces, de acuerdo al teorema de Lagrange, para el mapeo /, existe un punto c g ] x\ 9 X2 [, para el 
cual 

f(x 2 )-fix 1 ) = f(c)(X2-X 1 ). 

Puesto que f\c) = 0, entonces fix-x) - f{x\) = 0. ■ 
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§ 15.5 Serie de Taylor. 

Se ha visto, que si se tiene un un polinomio 

P n (x) = Co + c\ (x - a) + C2 (x - a) 2 + • • • + c n (x - df de grado n, entonces 
p n (x) = P n (a) + (x - a) + (x - a) 2 + • • • + (x - «) w , es decir, 

= — para A: = 0, 1,2, ,w. lo que se puede verificar directamente. 

Supongamos ahora que se tiene un mapeo /:4^BcR que tiene en un punto a e A c R, 
derivadas hasta de orden fi. Entonces se puede obtener un polinomio 

P„(x) = /(a) + ^(x-a) + ^(x-a) 2 +---+ / ^ 1 (x-a) n 

cuyas derivadas hasta el orden n en el punto a coinciden con las derivadas de orden correspondiente 
del mapeo / en el punto a, es decir, — = para k = 0, 1,2, 

. Sea /: A — » B c IR un mapeo que tiene en un punto « e A c: R, derivadas 
hasta de orden n. El polinomio algebraico 

P„(x;a):=/(a) + ^(x-a) + ^ 

se llama polinomio de Taylor de grado n del mapeo / en el punto a. 

La diferencia r n { x; a ) = /(x) - P w (x; «) se llama residuo ( de grado n ) del polinomio de 
Taylor. Se tiene entonces f(x) = P n (x; a) + r n { x; a ), es decir 

f(x) = f(a) + ^(x-a) + ^(x-a? 

Notese que, por las propiedades del polinomio P n ( x; a ); se tiene que 
r n (a; a) = r y n {a\ d) - rJJ(a; d) - rn(a; #) = •••= r ( " } (a; a) = 0. 

. Si un mapeo /: A — » 5 c: R tiene en un punto a e A c: R, derivada de 
cualquier orden fi e IN, entonces la siguiente serie es llamada, Serie de Taylor del mapeo / en el 
punto a : 

f{x) = f{a) + ^{x-a)+^{x-af+.--+^ 1 {x-a) n +.-- 

No hay ningun motivo para pensar que, la serie de Taylor de cualquier mapeo infinitamente 
diferenciable debe convergir en alguna vecindad del punto a puesto que para cada sucesion de 
numeros Co, Ci, . . ., c w , ... se puede construir (aunque no sea nada facil) un mapeo /:A^BcR tal 
que f in \a) = c n . 
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Asimismo, no hay motivo alguno para pensar que si la serie de Taylor converge, entonces 
debe convergir necesariamente al mapeo /: A — > B c IR del cual fue generada. La convergencia de 
la serie de Taylor hacia el mapeo /: A — » B c: R del cual fue generada, tiene lugar solamente en los 
llamados mapeos analiticos. 

Teorema 7.5 (Resto de Peano para la Formula de Taylor). Sea r n :A^BcRun mapeo n 
veces diferenciable en un punto a e A c: IR, esto significa ademas, que r n es n - 1 veces 
diferenciable en alguna vecindad del punto a gAcR. 

Supongamos que r w (a; a) - r } n (a\ a) - rJJ(a; a) - r™(a; a) = ••• = rv(a; a) = (lo cual se 
cumple por las propiedades del polinomio). 

Entonces, cuando x - a = o(l), se tiene 

r„(x; a) = o((x-a) w ). 

. Por el metodo de induction matematica. Para k = 1, como el mapeo r w : 
A — > B c: R es diferenciable en el punto a g A c R y, puesto que r w (a; a) - r^(«; a) = 0; entonces, 
cuando x - a = o(l), se tiene 

r w (x; a) = r n (x; a) - r n (a; a) = rn(a; a) (x - a) + o(x -a) = o(x - a). 

Supongamos que el teorema es valido para algiin k e ON, es decir, que bajo las condiciones 
del teorema, se cumple la igualdad r n (x; a) = o((x - a)) cuando x - a = o(l). 

Supongamos que r n \ A — > B tiene en un punto a e A, derivadas hasta de orden k +1 y que 

ademas 

r w (a; a) = r y n {a\ d) - r„(a; a) = r"n(a; #) = •••= r^^Xa; a) = 0. 
Entonces, cuando x — » a, se tiene, por el teorema de Lagrange, que existe un c entre xya, 

tal que 

r w (x; a) = r n (x; a) - r n (a; a) = r } n (c\ a) (x - a). 

Puesto que, |c-a|<|x-a|, entonces, c - a - o(l) cuando x - a - o(l) y, por lo tanto, se 
tiene r y n {c\ a) = o((c - af) = o((x - a) k ), de donde se sigue que 

r n (x; a) - r } n (c\ a) (x -a) = o((x - af) (x - a) = o((x - a) k+l ). ■ 

Teorema 8.5 (Formula Local de Taylor). Sea /: A — > B c: IR un mapeo w veces diferenciable 
en un punto a e A c IR. Entonces 

f(x) = f(a) + -^f (x - a) + ^ (x - af + ■ • • + ^f 1 (x - af + o((x - af). 

. Puesto que el polinomio de Taylor P n (x; a) se construye con la coincidencia 
de todas las derivadas con las correspondientes derivadas del mapeo / en el punto a, entonces f k \a) 
- P^n(a\ a) = 0, k = 0, 1, ... , n. por lo que la afirmacion del teorema se sigue directamente del 
teorema anterior. ■ 

La formula demostrada es una generalizacion de la igualdad 
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f^ia) 

f{x) = f(a) + ^ j (x - a) + o(x - a) cuando x-a = o(l). 

la cual es la formula de Taylor con el residuo de Peano, cuando x - a - o(l), para n-\. 
Teorema 6.5 (Unicidad del Polinomio de Taylor). Si existe el polinomio 
P n (x; a) = Co + C\ (x - a) + • • • + c n (x - df 
que satisface la condicion f(x) = P n (x; a) + o((x - a) n ), cuando x-a = o(l), x g A, es decir, 

fix) = Co + c\ (x - a) + • • • + c n (x - a) n + o((x - a) n ), cuando x-a - o(l), x g A, 
entonces dicho polinomio es unico. 

. De la condicion 

fix) - Co + c\ ix - a) + • • • + c n ix - a) n + o((x - cuando x - a = o(l), x e A, 
por la unicidad del limite se obtienen sucesivamente los coeficientes del polinomio 

c = .lim /(x) 

l im /{*ln£o 

Aax^a X — « 



lim /(x)-[c + •••+c H - 1 (x-fl)"- 1 ] 
c »- A 3 X ^ a (x-a)" 



Puesto que, cuando x - a = o(l), se tiene 

0((x - a)" +1 ) = p> - a) (x - a) n+x = p(x -a)(x- a) (x - af = a(x -a)(x- a) n = o((x - af), 

y, puesto que f n+l \x) es acotada en una vecindad del punto a, entonces la Formula de Taylor con el 
residuo de Peano, cuando x - a = o(l), se puede escribir tambien como 

f(x) = /(a) + ^f 1 (x - a) + ^ (x - a) 2 + ■ ■ ■ + (x - af + 0((x - a)" +1 ). 

Ademas, por induccion, se puede demostrar que, cuando x - a = o(l), se tiene 

(x-a) n+l = (x-a)-l'(x-a) n = o(l) • (x -a) n = o((x -a) n ). 

El siguiente polinomio, llamado formula de Maclaurin, es un caso particular de la formula 
de Taylor, cuando a = 0: 

fix) = /(0) + ^ x + ^r 1 x 2 + ■ ■ ■ + ^T 1 *" + °(*"). obwn, 
m - m + £fx + ^^ + - + ^,Oi^). 
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Teorema 9.5 (Resto de Schlomilch-Roche para el Polinomio de Taylor). Sea A el segmento 
con puntos extremos ay x, (es decir, A = [ a, x ] 6 A = [ x, a ]), y sea /: A — > B c: IR un mapeo 
continuo junto con sus primeras n derivadas en A y diferenciable n + 1 veces en los puntos 
interiores de A. Entonces, para cualquier mapeo continuo cp: A — > Z? en este segmento, que tenga 
derivada no nula en sus puntos interiores, existe un punto c e A, para el cual 

r,(x;a) = <p(X /-y / ,rfl) (c)(x-cr. 
. Sustituyendo el valor constante a, por el variable f en el polinomio de Taylor, 

se tiene 

f{x) = f{a) + ^{x-a) + ^{x-af+---+ ! ^{x-a) n + r n {x-a). 

y tomando el residuo como mapeo de argumento t, resulta 

r n (x;t) = f(x)-[f(t) + ^(x-t) + ^(x-t) 2 +---+^(x-t) n l 

Como r n (x; t) es continua en el segmento A y diferenciable para en sus puntos interiores, al 
calcular la derivada por t, se obtiene 

K{x;t)= -[fit)- 1 ®- + ^( x -t)-^(x-t) + ^(x-tf----+f-^(x-tTl 

f (n+1) (t) 

Es decir, r*(x; t) = - 1 w , (x - if. 

Aplicando es teorema de Cauchy a r„(x; f) y a <p(r) en el segmento A, se encuentra un punto c 
entre xy a, para el cual 

r„(x; x) - r„(x; a) _ K(x; c) 
q>(x)-<p(a) ~ cp'(c) 

Ademas, para este punto c, se tiene rlt(x; c) = - (x - c) n . 



Por lo que, de la igualdad del teorema de Cauchy, obtenemos 

- 1 ^ (x - c) n 

r n (x; x) - r n (x; a) _ - r n (x; a) _ r' n (x; c) _ n\ 

(p(x)-cp(a) ~ (p(x) - <p(a) ~ <p'(<0 ~ <p'(c) 
Es decir, 

r.(x;a) = g ^^ ^(c)(x-cy. M 

v y n! cp (c) 17 w v y 
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Corolario (Resto de Lagrange para el Polinomio de Taylor). Tomando en el resto de 
Schlomilch-Roche para la Serie de Taylor como mapeo cp: A — > /?, el mapeo cp(f) (x - t) n+l , resulta 

f( n+l \c) 
r n (x; a) = ^ n + l y (x-a) n+ \ 

Notese que el mapeo q(t) == (t -x) n+l lleva al mismo resultado. ■ 

Corolario (Resto de Cauchy para el Polinomio de Taylor). Tomando en el resto de 
Schlomilch-Roche para la Serie de Taylor como mapeo cp: A — > B, el mapeo cp(f) : = t, resulta 

f n+l \c) 

r n (x;a)= n} (x-c) n (x-a). 

Notese que los mapeos q>(f) = - 1, (p(f) >=x-t y q>(f) >=t-x llevan al mismo resultado. ■ 

Puesto que |c-a|<|x-a|, entonces existe un niimero 0, que en general depende de x; tal 
que O<|0|<lyc=a + 0(x-a), por lo que el resto de Cauchy se puede escribir de la siguiente 
manera: 

r n (x;a)=> L -^(l-QT(x-ar\ 

en donde 0<9<l,sia<c<jc;y -1 < 6 < 0, si jc < c < a. 

Ejemplo. El polinomio de grado n para el mapeo e x es 

x 2 x 3 x 4 x n 
e x = exp(x) = \+x + ji + ^+"-+^7; 

asi como el residuo de Lagrange es r n { x; ) = j~ ~ jTj x w+1 , en donde | c \ < \ x |, por lo que 



c 



\n+\ 



r n (x; 0)1-^ + ^1 l x r +1< ( w + i)!^ IX ' 

|x |w+1 



En cualquier caso, si con unxeR, cuando n — > oo, el valor ^ e tiende a cero, por 
lo que, de la definition de la suma de una serie, se tiene 



x 2 x 3 x 4 x n 



e =exp(x)= 1+x + ^j + 41 + +^7+ 
Ejemplos. 

1) La formula de Taylor para el mapeo exp«: R — > R + en el punto x = tiene la forma 

2 x 2 3 x 3 „ x" 

a - exp fl (x) = 1 + ln(a) x + In (a) + In (a) + • • • + In (a) + r n (x; 0); 

2) La formula de Taylor para el mapeo senh: R — > R en el punto x = tiene la forma 
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* 3 x 5 x 7 x 2n+l 
senh(x) =x+ + + 77 + — + n n +l)\ + r "( x > )' 

3) La formula de Taylor para el mapeo cosh: R — > R en el punto x = tiene la forma 

x 2 x 4 x 6 x 2n 
cosh(x) = 1 + Y\ + 47 + 6!" + ••' + (2^)| +r »(^ °); 



Ejemplos. Desarrollo de Taylor para algunos mapeos, cuando a = (Formula de Maclaurin): 



x 3 x 5 x 7 x 2 " +1 



1) sen(x)=x- ^7 + ^7 - 77 + •••+(-!)" +o(x^ +1 ); 

.2 ,4 ,6 In 



2) cos(x) = 1 - 2! + 41 - 6!" + '" + H) (2^)! +o(x ); 

3) ln( 1 +x) = *-y +y - j + - +(-l)" +1 f + o(*"); 



x 2 x" 
4) ( 1 +x) a = 1 + oa: + a(a- l)xr+ ••• + (a(a- 1) ••• (a-n+ 1)) -7 + o(x"); 



x 2 x 3 x 4 x" 
5) ** = exp(*)= 1+JC + 2J + y + 4! + -" + ^7 + tA 



X X X s X , 2n+i\ 



6) tan» = x -j+j- j +...+(-!)» — + o(x In+l ); 
^ 1 ln( 1 +x) x 3 x 5 x 1 x 2n+l , 2n+u 

Ademas, cuando a = 1, se tienen tambien las siguientes series: 

8) ln(x) = (x - 1) + ^ - ^ + - . + (-ir 1 ^ + o((x - 1)»); 

(x-D 2 (x-lV 

9) (x a - 1) = a(x - 1) + a(a - 1) v 2 , 1 + • • • + (a(a - !)• • -(a - n + 1)) v , - + o((x - l) w ). 



Del mapeo tan *(x) se puede obtener una serie para el numero n: 

n = tan^l) = 4 [ 1 -j +J - ^ +••• +(-1)" 2^1 + - ]• 

now 24. Si un mapeo /: A — > B c IR tiene en un punto a g A c R, derivada de 
cualquier orden « g BN, entonces la siguiente serie es llamada, Serie de Taylor del mapeo / en el 
punto a : 

f(x) = f(a) + ^(x-a)+^(x-af+---+ £ ^f 1 (x-aT + --- 



176 



GUSTAVO VILLALOBOS HERNANDEZ INTRODUCTION AL ANALISIS MATEMATICO 

CAPITULO VI 
GRAFICACION DE MAPEOS 

§ 1.6 CONDICIONES DE MONOTONf A DE LOS MAPEOS. 

Teorema. Sea /:[fl,ft]^Run mapeo continue* en el segmento [a,b]y diferenciables en 
el intervalo ] a 9 ft [ , es decir, /, g g ^ [ a, ft ] ) fl 2)( ] a, ft [ ). Entonces 

f(x) > V x g ] a 9 b [ => / es estrictamente creciente en [ a 9 b ] => / f (x) > 

f{x) < V x g ] a, ft [ =^> / es estrictamente decreciente en [ a 9 b ] => f{x) < 

/ f (x) ^0 V x g ] a, b [ => / es creciente en [a 9 b ] => f{x) > 

/ f (x) < V x g ] a, ft [ => / es decreciente en [ a, ft ] => / f ( x ) ^ 

/ f (x) = V x g ] a, ft [ =^> / es constante en [ a, ft ] => / f (x) = 

. Como / g <g( [ a, ft ] ) H 3)( ] a 9 ft [ ), entonces para cualesquiera dos puntos 
X\ 9 X2 g ] a 9 ft [ , tales que xi < X2, es decir, X2 - xi > 0, por el teorema de Lagrange, para el mapeo /, 
existe un punto c g ] x\ 9 X2 [, para el cual 

/(X 2 )-/(X1) = A«0(*2-Xi). 

En este caso el signo de ffa) - f(x\) coincide con el signo de f(c); y, si f\x) = V 
x g ] a, ft [, entonces, puesto que f(c) = 0, se tiene que /(X2) - f(x\) = 0, es decir, el mapeo / es 
constante. 

Ademas, si X2 > Xi, entonces el signo de /(X2) - f(x\) coincide con el signo de f(c). 
Ahora, como / es diferenciable en cualquier punto x g ] a 9 ft [, entonces 

/(x) - f{a) = f(a) (x - a) + o(x - a) 9 cuando x-a- o(l), x g A y (x - a) ^ 0. 

Se tiene entonces, /(x) - f{a) = (/'(a) + o(l)) (x - a), es decir, ^'J^ = (/'(«) + o(l)). 

Si / es creciente, entonces x-a - ^ (tienen el mismo signo) y, por lo tanto f(a) > 0. 

fix) - f(a) 

Si / es decreciente, entonces ^ _ ^ ^ (tienen signo contrario) y, por lo tanto f\a) < 
Si / es constante, entonces f(x) - f(a) = aunque (x - a) ^ y, por lo tanto f\a) = 0. ■ 
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§ 2.6 CONDICIONES DEL EXTREMO INTERIOR DE LOS MAPEOS. 



1) 


(f(x) >0 V x 


e E_(a) ) y (/'(x) < V x 


e E + (a) ) 


2) 


</(x)<0Vx 


eE_(a))y(/'(x)>0Vx 


e E + (a) ) 


3) 


(f(x) >0\/x 


e E_(a) ) y (f\x) > V x 


e E+(a) ) 


4) 


</(x)<0Vjc 


eE_(a))y(/'(x)<0Vx 


g E + (a) ) 



Teorema (Condicion necesaria). Sea /: E(a) -^Run mapeo definido en una vecindad de un 
punto a. Si a es un punto de extremo interior, entonces 

6 / no es diferenciable en el punto a, 6 f{x) = 0. 

. Si / es diferenciable en el punto a, entonces, puesto que a es un punto de 
extremo interior, por el lema de Fermat se tiene que f(a) = 0. ■ 

Teorema 10.5 (Condicion suficiente-Criterio de la primera derivada). Sea /: E{a) -^Run 
mapeo definido en una vecindad de un punto a, continua en este punto y diferenciable en una 

o 

vecindad perforada E(a). Supongamos que 

O I O I 

E_(«) = { x g E(a) | x < a } E+(a) = { x e E(a) \ x>a). 
Entonces se tiene 

=> / tiene un maximo en a. 
=> / tiene un minimo en a. 
=> / no tiene extremo en a. 

=> / no tiene extremo en a. 

. Si / es diferenciable en el punto a, entonces, puesto que a es un punto de 
extremo interior, por el lema de Fermat se tiene que f\a) = 0. ■ 

o 

1) Por el teorema anterior se sigue que / es estrictamente creciente en E_(a) y, como / es 

o 

continua en el punto a, entonces f(x) < f(a) cuando x e E_(a). Analogamente, / es 
estrictamente decreciente en E+(a), y por la continuidad de / en el punto a, se tiene que 

o 

f(a) < f(x) cuando x e E+(a). Por lo tanto / tiene un maximo local en a. 

2) La demostracion es analoga a la de 1). 

o 

3) Por el teorema anterior se sigue que / es estrictamente creciente en E-(a) y, como / es 

o 

continua en el punto a, entonces f(x) - f(a) = o(l) cuando x - a = o(l), x e E_(«). 

o 

Analogamente, / es estrictamente creciente en E+(a), y por la continuidad de / en el 
punto a, se tiene que f(x) - f(a) = o(l) cuando x - a = o(l). Por lo tanto / es 

o 

estrictamente creciente en la vecindad E+(a) y por lo tanto / no tiene extremo en a. 

4) La demostracion es analoga a la de 3). ■ 

Teorema 11.5 (Condicion suficiente-Criterio de las Derivadas de Orden Superior). Sea 
/: E(a) -^Run mapeo definido en una vecindad de un punto a, y supongamos que es n veces 
diferenciable en el punto a. Supongamos que f(a) = f\a) - ••• = f n ~ l \a) = y f n \a) ^ 0. 
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Entonces, si n es un numero impar, / no tiene extremo en el punto a; si n es un numero par, 
/ no tiene extremo en el punto a. Ademas, si f n \a) > 0, entonces / tiene un minimo local en a; y si 
f n \a) < 0, entonces / tiene un maximo local en a. 

. Utilizando el polinomio de Taylor con el residuo de Peano, se tiene 



f n \a) 

f(x) - f(a) = n y (x-df + o((x - a) n ), cuando x-a- o(l), x e A. 
Como en el demostracion del lema de Fermat, se tiene 



f{x) - f(a) = \ — | + o(l) J (x- df, cuando x - a - o(l), x e A. 



Como f n \a) ^ 0, entonces V x e Ea(c), se tiene que — , + o(l) tiene, por el teorema de 



n\ 

conservacion del signo, el mismo signo que f (a) en alguna una vecindad de a. Si n es impar, 
entonces (x - a) n cambia de signo, lo que implica el cambio de signo de la diferencia f(x) - /(a), por 
lo que / no tendria extremo en el punto a. Si n es par, entonces (x - a) n > cuando x ^ a, por lo que 
existe alguna una vecindad de a en la cual el signo de la diferencia f(x) - f{a) coincide con el signo 
def n Xa).m 



§ 3.6 Las Desigualdades de Young, Gelder y Minkowsky. 

Lema 1. Sea /: A — > R el mapeo defmido por la igualdad f(x) =x a -ax + a-l. 
Entonces f(x) =x a -ou; + a- l<0 cuando < a < 1, y 

f(x) =x a -ax + a- l>0 cuando a < 6 a > 1 . 

. El mapeo f(x) es diferenciable, por lo que se tiene 
f(x) = a(x a - 1 -l)y/'(l) = 0. 

Si < a < 1, entonces f cambia de positivo a negativo en el punto x = 1 y por lo tanto en el 
punto x = 1 el mapeo / tiene un maximo. 

Si a<0 6 a>l,/ f cambia de negativo a positivo en el punto x = 1 y por lo tanto en el 
punto x = 1 el mapeo / tiene un minimo. 

Pero/(l) = l a -a(l) + a- l = 0, lo que demuestra las desigualdades, las cuales, como se 
ve, son estrictas para x ^ 1 . ■ 
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Teorema 12.5 (Desigualdad de Young). Sean a, b e IR + y p, q <= R-{0, 1} tales que 

1 1 

- + - = 1 . Entonces 
P 1 

Kfa^b <^ + ^,sip>l,y 
Kfa^b>^\,sip<l 



Ademas, la igualdad se cumple solo si a = b. 



a 1 

Se deduce directamente del lema, haciendo x = ~r y a = ~ 

' b J v 



Teorema 13 (Desigualdad de Gelder). Sean a% > 0, bi > i = 1, 2, n; y /?, q e R-{0, 1} 
tales que — + — = 1 . Entonces 

4 p q 

i i 



i=0 



f \ 
n 



, si /?> l,y 







i 




i 














n 






q 


Ha* 




I*? 




i=0 


v y 




i=0 





si /; > 1 p * 0. 



Cuando /; < 0, se supone que a,- > 0, i = 1,2, . . w; y la igualdad se cumple solo cuando los 
vectores (a\ 9 «2, • • a n ) y (fti, #2, • • b n ) son proporcionales. 



En la primera desigualdad de Young hagase a 



de donde se obtiene ■ 



qi bi 



( \ 

n 


p 


( \ 

n 






Hbl 


f=0 

V J 




V J 



1 P 1 L« 

1 flf 1 0j 

T < — +- , ~ 

~ P n 9 n 



i=0 



i=0 



P 
di 



yb=^ 

n n 

i =0 i =0 



Sumando estas desigualdades para i de 1 hasta n 9 se obtiene 



Z «i *i 

i=0 





1 




1 




p 


( \ 

n 












H J 




i=0 

V > 





r < 1 si p > 1. 



La otra desigualdad se demuestra de manera analoga. Las igualdades se obtienen de a - b 9 
en las desigualdades de Young. ■ 
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Un caso particular de la desigualdad de Young, es la desigualdad de Cauchy-Schwartz- 
Bunakowsky. Para p = 2 > 1, se tiene 



n 

Z flf bi 

i=0 

V J 



U 2 H 2 
/ =0 i =0 



La desigualdad de Cauchy-Swartz-Bunakowsky se puede obtener tambien utilizando 
directamente la siguiente igualdad: 



Z «i 

i=0 

v y 



W 2 W 2 1 



i =0 i =0 



Ysiflibj-bidj) 2 

7=0 



i=0 



Teorema 14.5 (Desigualdad de Minkowsky). Sean a* > 0, ft; > / = 1,2, . . ., n. Entonces 



f n V 
i=0 

V J 



< 



f \ 
n 

V J 



+ 



f \ 

n 

V J 



, si p> l,y 



;=o 



i=0 

v y 



+ 



i? 



P 
i 

i=0 

v y 



, si p > 1 p ^ 0. 



. Aplicando la desigualdad de Gelder, en los miembros derechos de las 
desigualdades, para la identidad 



n n n 

-l 



X (Oi + bif = Z at (at + biT + Z (<k + »«r . 

i =0 i =0 / =0 



Los miembros izquierdos de las desigualdades, seran acotados superior e inferiormente, de 
acuerdo a las desigualdades de Gelder, por el valor 



r \ 

n 

i=0 

V J 



P ( n \q 

i=0 



1 1 



+ 



i=0 

v y 



i 

P ( n \q 

tfa + bif 

i=0 

v y 
i 



Las desigualdades obtenidas se dividen entre 
buscados. 



t(fii + bif 

;=o 



y se obtienen los resultados 



Como en la desigualdad de Gelder, la igualdad se cumple solo cuando los vectores (ai, 
02, • • a n ) y (b\ 9 b2, . . b n ) son proporcionales. ■ 
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§ 4.6 CONCAVIDAD Y CONVEXIDAD DE LOS MAPEOS. 

ion 1 . Un mapeo /: ] a, b [ — > B c: R, se llama concavo en el intervalo ]a,b[, si para 
cualesquiera xi, X2, e ] a, # [ y cualesquiera ai > 0, ot2 > 0, tales que oti + (X2 = 1, se verifica la 
desigualdad 

f(a\ x\ + ot2 X2) < ai/( xi) + a2/( X2). 

Si ademas, la desigualdad es estricta cuando xi ^ X2 y ai • a2 * 0, entonces el mapeo / es 
estrictamente concavo en ]a,b [. 

finicion 2. Un mapeo /: ] A [ ^ B c R, se llama convexo en el intervalo ] a, ft [, si 
para cualesquiera xi, X2, e ] a, 6 [ y cualesquiera oti > 0, a2 > 0, tales que ai + a2 = 1, se verifica la 
desigualdad 

/((Xi Xi + (X2 X2) > ai/(Xi) + Ot2/(X2). 

Si ademas, la desigualdad es estricta cuando xi ^ X2 y ai • ot2 ^ 0, entonces el mapeo / es 
estrictamente convexo en ] a, b [. 

De las relaciones x = oti xi + ot2 X2 y ai + a2 = 1, se obtienen 

X2 — X X — Xi 



X2 — Xi X2 — Xi 

por lo que la desigualdad f{a\ x\ + X2) < a\f{ x\) + ot2/( X2) se puede escribir de la forma 

X? — X X — Xi 

/(x) < — /(Xi) + L /(x 2 ). 

Considerando xi < x < xi, al multiplicar todo por X2 - Xi, se obtiene 

(x 2 - Xi) /(x) < (x 2 - x) /(Xi) + (x - Xi) /(x 2 ). 

sustituyendo en esta desigualdad (x 2 - Xi) por (x 2 - x) + (x - xi), obtenemos 

(x 2 - x) /(x) + (x - xi) /(x) < (x 2 - x) /(xi) + (x - xi) /(x 2 ), de donde 

(x 2 - x) (/(x) - /(xi)) < (x - xi) (/(x 2 ) - f(x)), es decir 

f(x)-f(xi) f(x 2 ) - fix) 

X - X\ X2 - X 9 

lo que nos muestra otra forma de defmir la concavidad de un mapeo en un intervalo ] a, b [. 

En lo sucesivo, nos limitaremos solo a demostrar los teoremas para los mapeos concavos 
/: ] a, b [ — > B c: R, en un intervalo puesto que todas las construcciones se hacen en forma 

analoga para los mapeos convexos en el mismo intervalo (cambiando / por -/), como lo muestra el 
siguiente teorema. 

Teorema 75.5. Sea /: ] a, b [ — > 5 c R, un mapeo. Entonces, / es concavo (estrictamente 
concavo) en ] a, b [ si, y solo si, el mapeo -/ es convexo (estrictamente convexo) en ] a, b [. 

. Sea deduce directamente de la equi Valencia 
/(ai xi + ot2 x 2 ) < ai/(xi) + a2/(x 2 ) —/(oti *i + 0C2 x 2 ) > ai (-/ (xi)) + ot2 (-/(x 2 )). ■ 
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Teorema 16.5. Sea /:]fl,/i[^BclR,un mapeo dos veces diferenciable en el intervalo ] 
a, b [. Entonces, / es concavo (estrictamente concavo) en ] a, b [ si, y solo si, su derivada f es 
creciente (estrictamente creciente) en ]a,b[. 

. Sea / un mapeo concavo (estrictamente concavo) en ] a, b [, es decir, que 
para cualesquiera dos puntos x\, X2, e ] a, b [ y cualesquiera dos numeros no negativos ai > 0, ot2 > 
0, tales que ai + ot2 = 1, se verifica la desigualdad 

f(x)-f(xi)J(x 2 )-fto 

X — X\ X2 — X 

AI calcular sucesivamente los limites cuando x — > Xi yx — > X2, se obtiene 
ff , lim f(x)-f(xi) lim /(x2)-/(x) = /(x 2 )-/(xQ 

7 V 7 x->Xi X - Xi X2 - X X2 - Xi J ' 

/fe>-/^> = lim f(x)-f(x l ) < lim /fe)-/(x) 

X2 - Xi x-^Xj X - Xi x-^Xj X2 - X ^ v y ' 

lo que nos muestra que la derivada f del mapeo / es monotona en el intervalo ] a, b [. 

Por el teorema de Lagrange, existen dos elementos ci y C2 tales que x\ < c\ < x < C2 < X2 y, 
para los cuales, se tiene 

lo que significa que si el mapeo / es estrictamente concavo en en el intervalo ]a,b[, entonces que 
la derivada f del mapeo f es esrictamente monotona en el mismo intervalo. 

Reciprocamente, para a<x\<x <X2<b, por el teorema de Lagrange, existen dos elementos 
c\ y C2 tales que x\ < C\ < x < C2 < X2 y, para los cuales, se tiene 

Si f(d) < f{c 2 ), entonces ^ ^f- ^ y si f(ci) < f(c ^ entonces 

f(x 2 )-f(x 1 ) f(x 2 )-f(x) 

_ < _ ■> que es 1° que se quena demostrar. ■ 

X'2 «X \ «X 2 X' 

Analogamente, / es convexo (estrictamente convexo) en ] a, b [ si, y solo si, su derivada f 
es decreciente (estrictamente decreciente) en ] a, b [. 

Corolario. Sea /:]a,i[^BcR,un mapeo dos veces diferenciable en el intervalo ] 
a, b [. Entonces, / es concavo (estrictamente concavo) en ] a, b [ si, y solo si, /"(x) > (f"(x) > 
0) en ] a, 6 [ . ■ 
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Analogamente, / es convexo (estrictamente convexo) en ] a, b [ si, y solo si, f\x) < 
(/"(*) <0) en ]a,b[. 

Teorema 17.5. Sea /: ] a, b [ — > B c R, un mapeo diferenciable en el intervalo ] a, b [. 
Entonces, / es concavo (estrictamente concavo) en ] a, b [ si, y solo si, la grafica del mapeo en 
cualquier punto Xo e ] a, b [, queda por no por debajo (por encima) de la tangente de / en el punto 
(x , /( x )). 

. Para un punto interior del intervalo Xo e ] a, b [, la ecuacion de la grafica en 
el punto (xo, /( Xo)) tiene la forma 

y =/(x ) + / f (*o)(x-x ), 

Aplicando el teorema de Lagrange, existe un punto c entre x y xo para el cual 

f{x) - /(x ) = f\c) (x - x ), por lo que 

/(x) -y = f(x) - /(xo) - /'(xo) (x - xo) = f\c) (x - x ) - /'(x ) (x - x ) = if\c) - f\x )) (x - x ). 

Como / es un mapeo concavo (estrictamente concavo) en ] a, b [, entonces la derivada f\x) 
no decrece (crece) en este intervalo y por lo tanto el signo de la diferencia f\c) - f\xo) coincide con 
el signo de la diferencia x - Xo, por lo cual /(x) - y > (/(x) - y > 0) en cualquier punto x 
g ] a, b [. 

Reciprocamente, si para cualesquiera dos puntos x, Xo e ] a, b [ , se tiene 
fix) - y = fix) - /(x ) - / f (x ) (x - x ) > 0, entonces 

^*x] Z - / f ( x °) P ara x > x °- 
Resulta entonces que, para cualesquiera tres puntos xi, x, X2 e ] a, b [ , se tiene 

flsWfriK /(x 2 )-/(x) 

X — Xi X2 — X 

en donde, la desigualdad es estricta, si /(x) -3? = /(x) - /(xo) - / f ( x o) (x - xo) > 0. ■ 

Analogamente, / es convexo (estrictamente convexo) en ] a, b [ si, y solo si, la grafica del 
mapeo en cualquier punto Xo e ] a, b [, queda por no por encima (por debajo) de la tangente de / en 
el punto xo. 

ion . . Sea /: E(a) -^Run mapeo defmido y diferenciable en una vecindad E(a) de 

O I 

un punto a e R. Si en el conjunto E_(a) = { x e E(a) | x < a } el mapeo / es concavo (convexo) y 

O I 

en el conjunto E+(a) = { x e E(a) | x > a }, es convexo (concavo), entonces se dice que el punto 
(«, /(«)) es un punto de inflexion de la grafica del mapeo y diremos que el mapeo / tiene un punto 
de inflexion en a. 
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Por lo tanto, al pasar por el punto de inflexion, cambia la grafica de concava a convexa 6 de 
convexa a concava, por lo que en el punto (jto, /(*o)) de la grafica del mapeo / pasa de un lado de la 
tangente en dicho punto, al otro. 

o 

Si la segunda derivada f\x) defmida en la vecindad E(a) del punto a e Ry tiene en E_(a) 

o 

un signo y en E+(a) el signo contrario, entonces esto es suficiente para que la primera derivada f(x) 

o o 

sea monotona en E_(a) y en E+(a) (creciente en un conjunto y decreciente en el otro), por lo cual, 
por el teorema n (penultimo), la concavidad del mapeo / cambia en el punto (a, /(«)), es decir, el 
mapeo / tiene un punto de inflexion en a. 

Teorema 18.5 (Desigualdad de Yensen). Sea /: ] a, b [ — » B c: R, un mapeo concavo, y 
sean los puntos x\, X2 9 • . x n e ] a, b [ y los niimeros no negativos ai, ot2, ...,a„eR + U {0}, tales 
que oti + ot2 + • • • + a n = 1. entonces se verifica la desigualdad 

f(ai xi + • • • + a n x n ) < ai/( x\) + • • • + a n /( x n ). 

. Para n = 2 coincide con la definition de concavidad. 

Supongase que la desigualdad se cumple para n - 1. Entonces, dados oti, 012, a n e R + , 
tales que ai + (X2 + • • • + a n = 1, se tiene que p = ai + (X2 + • • • + a w _i > implica 

oci a^-i _ 
P '" P " 

Como el mapeo / es concavo, se tiene 

/(ai Xi + • • • + a„ X„) = /( P ( + + ^j^Xn-l) + a n *n) ^ 

^ P ( *p~/(*i) + • • • + /(x„-i)) + a„ /(x„), en donde p + a„ = 1, y 

( + + e ] a, ft [ . Por la hi potesis de induccion, se tiene 

ai a„-i ai a«-i 

p p ""^ p ^ ^ p y por lo tant0 

/(ai xi + • • • + a„ x„) < p ( ^-/(xi) + • • • ^r 1 /(x„_i)) + a„ /(x„) < ai/(xi) + • • • + a„ /(x„). ■ 
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§ 5.6 AsfNTOTAS. 

. Sea /: A — » R un mapeo defmido en una conjunto no acotado A cR de 
niimeros reales. Entonces la linea y = Co + C\ x + • • • + c n x n se llama asmtota de la gafica del mapeo 

f, si 

a ) f( x ) ~ y = f( x ) - ( c o + c\ x + ••• + c n x n ) = o(l) en la base SB de vecindades 
laterales de oo. En este caso la asitnota y = Co + c\ x + • • • + c w x n se llama oblicua, cuando c\ 
^ y C2 = • • • = c n = 0; y se llama horizontal, cuando C\ - Ci- ••• - c n - 0. 

b) Ijg 1 = +oo, en donde 98 es la base de vecindades laterales del punto a = Co e R, 
y ci = • • • = c n = 0. En este caso la asitnota y = Co + C\ x + • • • + c w x w se llama vertical. 

De la definition, para el caso a), se sigue que 
c -Hm# 



„ _lim /W-f"^" 



Cl ~ m x 

co = l ™f(x)-(c l x + -+c n x n ). 

Estas relaciones pueden ser utilizadas para describir el comportamiento asintotico de la 
grafica del mapeo / con la ayuda de la grafica de su polinomio algebraico correspondiente Co 
+ C\X+ ••• +c n x n . 
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INTRODUCTION AL ANALISIS MATEMATICO 
§ 6.6 NUMEROS COMPLEJOS. 



La ecuacion x 2 + 1 = no tiene solution en el campo de los niimeros reales R. Para librar 
este problema, primero introducimos en el conjunto producto RxR una relation binaria = 
cRxR definida de la siguiente forma: 

(a, ft) = (c, d) <^^> a = c y ft = d. 

Como cada una de las clases de equivalencia consta de un solo elemento, se denotaran estas 
clases por (a, b) en lugar de =( a , b) y al conjunto producto R x R lo denotaremos por C, y lo 
llamaremos conjunto de los niimeros complejos. 

La suma o adicion +: C x C — » C y el producto o multiplication -:CxC^C sobre C se 
defmen respectivamente de la manera siguiente: 

+:CxC^C 

((«, ft), (c, d)) — > {a + c, ft + d) -> (a, b) + (c, d) y 
•:CxC^C 

((a, b), (c, d)) ^> (a c - b d , a d + b c) (a, b) (c, d). 

El conjunto R de los niimeros reales es un subconjunto del conjunto C de los niimeros 

complejos, puesto que, si b = d = 0, entonces se ve claramente que el mapeo /: R ^ ReC definido 

por la igualdad f{a) = («, 0) es un isomorfismo entre el conjunto R y un subconjunto ReC 
=: { z = (a, b) g C | a e R y b = 0, } de C. 

Un elemento z = (a, ft) e C en el que b ^ es llamado niimero imaginario y si a = 0, 
entonces (a, ft) g C es llamado niimero imaginario puro. 



Para cada complejo z = (a, b) e C se define un niimero z = («, ft) : = («, -ft) e C llamado 
conjugado de z = (a, ft). 

Propiedades de Campo de los Niimeros Complejos. 

1) Propiedades de Cerradura. Las dos operaciones binarias estan bien defmidas. 

2) Las operaciones + y • son asociativas 

3) Las operaciones + y • son conmutativas 

4) = (0,0) g C es el elemento neutro para la adicion 
y 1 = (1,0) g C es el elemento neutro para el producto 

5) El inverso aditivo de (a, ft) g C es - (a, ft) := (-a, -ft) g C 

y el inverso multiplicativo de (a, ft) g C es (a, ft)" 1 == ( 2 ~ ^ 2 ; ^ 2 ^W) e C. 
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6) La operacion producto -:CxC^Ces distributiva con respecto a la operacion suma +: 
CxC^C. 

Las demostraciones de estas propiedades son de rutina y se dejan para el lector. 
Axiomas de Orden 

No es posible generalizar a C las propiedades de orden de los niimeros reales. 



Notese que z + z = (a, b) + (a, b)= (a, b) + (a, -b) = (2a, ) 

y que zz = (a,b)(a,b) = (a,b)(a,-b) = ( a, b ) ( a, -b ) = ( a 2 + b 2 , ). 

Para todo (a, b) e C, se tiene ( a, ) ( 0, 1 ) = ( 0, 1 ) ( a, ) = ( 0, a ). 

Ademas ( 0, 1 ) 2 = ( 0, 1 ) ( 0, 1 ) = ( -1, ), lo que muestra que el numero complejo ( 0, 1 ) 
es una solucion de la ecuacion ( 0, 1 ) 2 + ( 1, ) = ( 0, ), es decir, de la ecuacion z 2 +1=0. 

Se define ( 0, 1 ) como la unidad imaginaria y se le denota por ( 0, 1 ) == /, por lo que se tiene 
V z = (a,b) eC (a, b ) = (a, ) + ( 0, b ) = (a, ) + (b, ) ( 0, 1 ) =a + bi. 

en donde a =• Re( a, b ) se llama parte real y b == Im( a, b ) se llama parte imaginaria del numero 

complejo (a,b). 

o / » . x-i a b . 

Se tiene entonces (a+bi) = ; 7 ui - 2TT2 * • 
v 7 a 2 + b 2 a 2 + b 2 

Los niimeros complejos tienen una representacion trigonometrica 

El numero z = a + bi ^ ( a, ft ) representa un punto del piano RxR, que en coordenadas 

polares toma la forma a = r cos(0) y b = r sen(0), en donde r = \ z \ = V a 2 + b 2 es llamado modulo 

a 

y que representa la distancia del punto ( a, b ) al origen de coordenadas ( 0, ) y cos(0) = / " ? 

a 2 + b 2 

sen(0) = 1 = de donde se obtiene 
-\] a 2 + b 2 

z = a + bi = r ( cos(0) + i sen(0) ) y z = a + bi = a-bi = r ( cos(0) - i sen(0) ) 
La distancia entre dos puntos zi = a\ + b\i y Zi = ci2 + b2i es 
|zi-z 2 | = ^(a\-a 2 ) 2 + (bx-b2) 2 . 

El producto de zi = r\( cos(0i) + i sen(0i) ) y zi = ri( cos(02) + i sen(0 2 ) ) es 
Zi Zi = r\ r 2 ( cos(0i) + i sen(0i) ) ( cos(0 2 ) + / sen(0 2 ) ) - 

= ^1 ^ 2 ( cos(Gi) cos(0 2 ) - sen(0i) sen(0 2 ) + i ( sen(0i) cos(0 2 ) + cos(0 2 ) sen(0 2 ) ) ) = 
= r\ r 2 ( cos(0i+0 2 ) + i sen(0i+0 2 ) ) y el cociente 



188 



GUSTAVO VILLALOBOS HERNANDEZ INTRODUCTION AL ANALISIS MATEMATICO 

Zi r\( cos(8i) + i sen(8i) ) r\( cos(8i) + i sen(8i) ) ( cos(82) - i sen(82) ) 
Zi~ r2( cos(62) + i sen(62) ) ~~ ri{ cos(62) + i sen(02) ) ( cos(02) - i sen(02) ) ~~ 

= — ( cos(0i) cos(02) + sen(0i) sen(0 2 ) + i ( sen(0i) cos(02) - cos(02) sen(0 2 ) ) ) = 
= y ( cos(0i-0 2 ) + i sen(0i-0 2 ) ). 

Si n es un numero natural, se tiene z n = (r ( cos(0) + i sen(0) )) n = r n ( cos(fi0) + i sen(w0) ). 

Ademas, si z = w n = R n ( cos(cp) + i sen(cp) ), donde n es un numero natural, por la afirmacion 
anterior, se tiene w n = R n ( cos(ficp) + i sen(wcp) ) = r ( cos(0) + i sen(0) ) = z. Entonces, se tiene 

Q + 2kn 



R n = r y wcp = + Ink donde k es un numero entero, es decir R = R[r y cp 



n 



^ i nr( (Q + 2kn) . (Q + 2kn \\ , , , ^ , ^ 

Por lo tanto, = ijr I cosi — ~ 1 + i senl — ~ II, donde A: g {0, 1, 2, . . ., w - 1 } son la n 

raices de z. 

§ 7.6 CONVERGENCIA EN C Y SERIES CON NUMEROS COMPLEJOS. 

La distancia entre dos puntos permite defmir los entornos o, mejor dicho, los r-entornos de 
un numero zo g C, como el conjunto E r (zo) = {zgC | |zi-Z2| < ^} que representa un circulo de 
radio r (sin incluir a su circunferencia) y con centro en el punto zo que, en analogia a los numeros 
reales, llamaremos bola de radio r y con centro en el punto zo = ( *o, Jo). 

En forma analoga a las sucesiones de numeros reales, se tienen las siguientes definiciones: 

finicidn 5. El numero zo e C se llama limite de la sucesion de numeros complejos { z n }, 
lo que se escribe f(n) •>= zo; si para cada entorno E r (zo) de zo, existe un no e BN tal que, 

z^ g E(zo) cuando w > ito. 

Es decir, /(w) := zo (lo que es mas usual escribir como z w : = Zo) si para cualquier 

vecindad E(zo) de zo, el conjunto { n e BN | z„ £ E(zo)} no es un subconjunto confmal de ( UN, < ), lo 
cual implica que todos los z n posteriores a z Wo , es decir, una cantidad infmita, quedan contenidos en 
E(zo); y todos los z n anteriores az Wo , es decir, solo una cantidad finita, quedan fuera de E(zo). 

finicion 6. Si existe el limite ij 1 ^ z n = Zo, se dice entonces que la sucesion { z n } 
converge a zo- Si la sucesion { z n } tiene limite, se llama convergente; y si no tiene limite, se llama 
divergente. 

Se tiene entonces que la sucesion { z n } converge a zo, si |z„-zo | = 0, esto es, si 

| z n - Zo | = o(l); y de las desigualdades 

max {\xn-xo |, | y n -yo |} < |z^-z |< \x n -x \ + \y n -yo \ 

se ve que la sucesion de numeros complejos { z n } converge si, y solo si las dos sucesiones de 
numeros reales { x n } y { y n } convergen al mismo tiempo. 
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Teorema 19.5 (Criterio de Cauchy). Una sucesion de numeros complejos { z n } es 
convergente si, y solo si es fundamental. 

. Se deduce directamente del criterio de Cauchy para series de numeros reales. 



Si la suma S de la serie X Zi : = Zi + Zi + • • • + z n + • • la entendemos (como en el caso de los 

1=1 

numeros reales) como el limite de la sucesion {S n } de las sumas parciales de la sucesion { z n } 
cuando w^oo,es decir, S n = S, entonces se obtiene el Criterio de Cauchy para la convergencia 

oo 

de la serie 5 •= X Zi = Zi + Zi + ■ * • + z n + • * •• 

f=i 

Teorema 20.5 (Criterio de Cauchy de la convergencia de la serie). La serie zi + Zi + • • • + z n 
+ • • • converge si, y solo siVe>03iVe IN | para n>k>N,se tiene \zk + ■ • • + z n \ < £• 

. Se deduce directamente del criterio de Cauchy para series de numeros reales. 



Corolario 2. Si la serie S = zi + ••• + z n + ••• converge, entonces la sucesion { z n } de sus 
terminos tiene limite cuando #i— »+oo, es decir, 

oo 

S = S Zi converge => Km z„ = 0. 

. Es suficiente, en el criterio de Cauchy, hacer m = n, 6 bien, de la siguiente 
manera: Como z„ = S„- S„. u entonces Km z „ = Hm ( 5n _ = Urn Sn - Km SnA =S-S = 0.m 

oo 

Como en el caso de numeros reales, la serie S = X Zi se llama absolutamente convergente, si 



converge la serie X Zi : = | Zi | + | Zi | + • • • + | z n | + 



/=i 



Del criterio de Cauchy y de la desigualdad \zk + ■ * • + z w |< | Zi | + • • • + | z n |, se sigue que si 



la serie S = X Zi converge absolutamente, entonces es convergente. 

f=i 



x 2 x n 



Ejemplo 1. 

1) La serie e x = exp(x) = 1 + x+ ^y + ••• + + es absolutamente convergente en toda 
la recta real y por la ley de los exponentes, se tiene exp(x) exp(y) = e x e ly , de donde 



i t , fx 2 . (y*)^ fx" x*" 1 . (yi)"- 1 (y*n 



= 1 + + v " 3T' 7 +••• + '" w f *' + ••• =e x+iy = exp(x+yi) = exp(z) = e z . 
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2) (Formula de Euler) Las series trigonometricas 



x 3 x 5 x 7 , _ x 2n+1 



sen(x)=x- ^y + ^y- ^7+ ••• + (-!) 



•+ ... 



x 2 . x 4 x 6 x 2 " 



(2/1+1)! 
x 2w 

y, cos(x) = 1- ^7+ 4,- g! +•••+ H)"^)? + "-; 

son absolutamente convergentes en toda la recta real. 

x 2 x n 

De la serie e x = exp(x) = l+x + ^y+---+^y+---;se obtiene 

v 2 v 3 (iv) n v 2 v 2w 

^ = exp(/j) = l+/j-f7-/^+...+ i ^+... = l- |j+ (-iT^-y + 

f v 3 y 2n+l ^ 

+ i [y~ 3 ! + ' " + (2n+l)! + ' * 'J + ' * ' = cos (y) + * sen(y), es decir 

Por lo tanto e z = e*^ = e x e iy = e x (cos(y) + i sen(y)). 

Analogamente e z = e xiy = e x e~ iy = e x (cos(y) - i sen(y)). 

Esta es la famosa formula de Euler, que relaciona a los mapeos elementales. 

X -X X i -X 

e — e e + e 

Por ejemplo, de las defmiciones senh(x) == — ^ — y cosh(x) == — ^ — , se tiene 

, x e lx - e~ lx cos(x) + i sen(x) - (cos(x) - i sen(x)) 2 i sen(x) . , . 
senn(jx) == ^ = ^ ^ ~ 1 sen ( x ); 

i x e ™ + e lx cos(x) + i sen(x) + cos(x) - i sen(x) 2 cos(x) . x t . 
y cosn(jx) == ^ = ^ = - cos(x); es decir, 

senh(ix) = i sen(x) y cosh(/x) = cos(x). 



Ademas, sen(ix) = ix - + ' " + (2n+l)! + " ' = 1 v + 37 + " ' + (2n+l)! + " 'J = l ' senh(x) 

(fx) 2 „ (fx) 2 " x 2 x 2 " 

ycos(ix)=l- 2 , + •••+(-!) + --- = 1+ 2T + + (2nj7 + "' = cosh (*)> es decir, 



sen(/x) = i senh(x) y cos(ix) = cosh(x). 
sen(x) cos(yi) = xl - l^yl+x 2 \ J ill 3\ 2! 4! 

" K ' U2ii+1)! 1 (2»-l)! 2! 3!(2n-2)! * (2w)! J ' 

fx 2 (y*) 3 ^ fx 4 x 2 (yif (yi) 5 

y, cos(x) sen(yi) = !(#)- [ ^(yi)+ 1 J + l^ (yO + 2! 3! +1 ^f 



^ A H(2n)! J (2»-2)! 3! 2! (2n-l)! 1 (2n+l)! 



+ 
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Al efectuar la suma y la resta de estas dos ultimas series, se obtiene 



sen(x) cos(yi) ± cos(x) sen(y/) = 

(x + yi) 3 (x + yi) 5 „ (x + yi) 2n+l 

(x ± yi) - -^f^ + - L ^j LL - - + (-If A -^[ y + - = sen(x ± jf). 



Es decir, sen(z) = sen(x + ji) y sen(z) = sen(x - yi). 
En forma analoga, se obtiene 



cos 



1 l) {(2n)\ 1 (2w-2)! 2! 2! (2n-2)! 1 (2n)! J 

y, sen(x) sen(yi) =x-ji- ^ji+x 3 , J + ^^ +^7 3! + * 5! 

1 iJ l(2w+l)! J (2w-l)! 3! 3! (2h-1)! x (2h+1)! J 

Al efectuar la resta y la suma de estas dos ultimas series, se obtiene 



cos(x) cos(yi) ± sen(x) sen(y/) = 
1 (x±yif (x±yi) 4 , iNJ , (x+,yt) 2 * 



Es decir, cos(z) = cos(x +yi) y cos(z) = cos(x - yi). 

3) La serie geometrica S=l+z+z 2 +z 3 + -*-+z w + ••• converge absolutamente cuando 
| z | < l, y su suma es 5 = Cuando | z | > 1, esta seire no converge ya que el 

termino general de la serie no tiende a cero. 

Las series de la forma S(z) = Co + C\ ( z - Zo ) + c 2 ( z - Zo ) 2 + • * • + c n ( z - Zo ) w + • • • se 
llaman series de potencias. 

Teorema 21.5. (Formula de Cauchy-Adamar). La serie de potencias de numeros complejos 
S(z) = Co + C\ ( z - Zo ) + • * • + c n ( z - Zo T + • * • converge en el circulo | z - Zo \ < R con centro en el 
punto zo y radio R , el cual se define por la formula de Cauchy-Adamar: 



lim !*nr 

En cualquier punto interior del circulo la serie converge absolutamente y en cualquier punto 
exterior del circulo, la serie diverge. 
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. Se deduce inmediatamente si aplicamos el criterio de Cauchy para la serie 
| Co | + | c\ (z-Zo ) I + I c 2 (z-zo ) 2 I + I c 3 (z-zo ) 3 1 + ••• + I c n (z-Zo T | + ••• , se tiene que esta 
converge si 

| (z-zo) I < " • ■ 

Tim "[7 

Corolario. {Primer Teorema de Abel). Si la serie de potencias de numeros complejos S(z) 
= Co + c\ ( z - Zo ) + •*• + c n ( z - Zo T + •*• converge en algun punto zi, entonces converge 
absolutamente en cualquier z que satisface la desigualdad | (z -Zo ) | < | (zi - Zo ) |. 

. Se deduce inmediatamente de la formula de Cauchy- Adamar. ■ 

Teorema 22.5. Si la serie de potencias de numeros complejos S(z) = Zi + Zi + ••• + z n + ••• 
converge absolutamente, entonces la serie S'(z) = z Wl + z W2 + Zn 3 + + z Hk + ••• obtenida de 5(z) 
mediante la permutation de los terminos de 5(z), converge absolutamente y su suma coincide con la 
suma de S(z). 

oo 

. Como la serie S(z) = X ft es convergente absolutamente, entonces para un s 

f=i 

oo 

> se encuentra un numero N e IN tal que XI z n \ < £• Encontremos un numero K g IN tal que 
entre los terminos de la suma Sk(z) = z Hx + Z W2 + Z W3 + • • • + z W)k cuando A: > se encuentren todos los 

oo 

terminos de la suma Sn(z) = Zi + Zi + Z3 + • • • + z w . Si S(z) - X ft, entonces, cuando k > K, se tiene 

f=i 

00 00 

I S(z) -Sk(z) I < I Sw(z) - Sk(z) I < XI ft* I + XI ft* I < 2s. Por lo tanto, cuando k^oo se tiene 

n=N+l n=N+l 

Sk(z) — > S(z) y si se aplica lo demostrado a las series | zi | + | Zi | + | Z3 | + • • • +| z n | + • • • y | z nx | + 
I Zn 2 1 + I Zn 3 I + • * •+ I Zn k I + • * entonces se deduce que la ultima serie es convergente. ■ 



Al efectuar la suma y resta respectiva de estas dos ultimas series, se obtiene 

1) sen(z) = sen(x + iy) = sen(x) cos(zj) + cos(x) sen(ry). 
y 2) sen(z) = sen(x - iy) = sen(x) cos(y) - cos(x) sen(y). 
analogamente se obtiene 3) cos(x +y) = cos(x) cos(y) - sen(x) sen(y). 



x 3 x 5 x 7 



4) cos(x -y) = cos(x) cos(y) + sen(x) sen(y). 

2n+\ 



10) sen(x) = * " 3j+ 5? " 7j + ' • ' + (-1)" (2^+l)[ + °( x * 

x 2 x 4 x 6 x 2n 

11) cos(x) = l- 2!+4j-6j + -+ H)" J2ny_ + o(x 2n ); 
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12) ln( 1 +x)=x-j + j- j+ ... +(-l)" +1 7 + o(x"); 

2 n 

13) ( 1 +x) a = 1 +ax + a(a- ••• + (a(a- 1) ••• (a-n + 1)) ^7 + o(x"); 



X X X , ^ N „ X / 2ii+k 



14) tan-'(x) = * - y + y - y +...+(-!)»— + o(^" + '); 
1 ^ l ln( l +x) x 3 x 5 x 1 x^_ , 2 „ +K 

Ademas, cuando a - 1, se tienen tambien las siguientes series: 

16) ln(x) = (,-!)- ^f- + ^ - ^ + • • • + (-1)» +1 + o((x - l)"); 

17) (x a - 1) = <x(x - 1) + a(a - 1) + • • • + (a(a - !)• • -(a - n + 1)) ^"^ + o((x - 1)"). 
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§ 3. Mapeos de Varias Variables. 

Definition 10. Se define la fi-upla ordenada (a\, a 2 , ••• , a n ) de n elementos a\, a 2 , ••• , a n 
como el conjunto 

(a h a 2 , ... ,a n ) .= { {a\ }, {a h a 2 },..., {fli,a 2 , ... ,a n } } 

De la definition de fi-upla ordenada se sigue directamente que 

(a h a 2 , ... ,a n ) = (b u b 2 , ...,*„)<=> di = b u i = 1,2, 

finicion 11. Se define el producto cartesiano Ai x A 2 x ••• x A w de fi conjuntos Ai, A 2 , 
• • •, A w como el conjunto 

A\ x A 2 x ••• x A w := { (fli,fl 2 , ... I fl/eA/, 1 = 1,2, } 

Si A := Ai = A 2 = :=••• = A w , se escribe A n en lugar de Ai x A 2 x ••• x A n . 

Como R w denotaremos el conjunto de todas las fi-uplas ordenadas (xi, x 2 , ... , x n ), de 
numeros reales, es decir 

R n ={ (xi,x 2 , ... ,x„) I x/G R, / = 1, 2, ji }. 

Cada w-upla (xi, x 2 , ... , x n ) la vamos a denotar por una letra x == (xi, x 2 , . . . , x w ), misma que 
llamaremos punto del conjunto R n . 

La adicion +: R"xR M ^R" en R n queda defmida por la igualdad 

+ ((xi,x 2 , ... 9 x n ) 9 (yuy 29 ... ,jy» : = (xi + yu x 2 + yi, ••• ,x n +y n ) 

El producto • : R x R w — > R n de los elementos de R n por los elementos de R queda definido 
por la igualdad 

• ( a, (xi, x 2 , . . . , x n )) := (a Xi, a x 2 , ... , a x w ) 
. Un mapeo p: R w x R n — » R se llama metrica en R w , si cumple las siguientes 

propiedades: 

1) VxjgR" x=y <=> p(jc,j) = 0. 

2) Vx,j,zgR w p(x,j)<p(x,z) + p(j,z). 

De las propiedades 1) y 2) se sigue que 

p(x, j) < p(x, x) + p(y, x) = p(y, x) < p(y, y) + p(x, j) = p(x, y), es decir 

p(*>jO = pO>*)- 

Ademas p(x, y) + p(x, y) > p(x, x) = 0. 

Ejemplo. El mapeo p: R n x R w — » R definido por la igualdad 

p(0f,J>):=A --Vi) 

define una metrica en R", Uamada distancia entre los puntos x e R" y y e IR". 
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Vecindad de un punto. Para r e R + se define el conjunto 

Er(a):= {xgR" I p(x,j)<r } 

llamado entorno 6 vecindad de a e R con radio r e R + . 

En general, cualquier intervalo abierto que contiene a un punto a e R, se llama entorno 6 
vecindad de a y se denota como E{a). Tambien se utilizaran las notaciones U(a) y V(«). 

Denotaremos como o9f{a) a la familia de vecindades de un punto agR. 

Vecindad de infinite Para r\, r 2 e R + se define el conjunto 

Er 7 ,r 2 (oo) := { X G R | X < - ~ 6 ~ < X } 

T 1 r 2 

llamado entorno 6 vecindad de infmito con radio inferior r\ e R + y radio superior r 2 e R + . 
Denotaremos como o^(oo) a la familia de vecindades de infmito. 

icindad perforada de un punto. Cualquier vecindad E{a) de un punto a e R, de la que se 

o 

excluye dicho punto a se llama vecindad perforada de a, y se denota como E(a). Es decir, 
E ri ,r 2 (a) ••= E ri ,r 2 (a) - {a } = {x <eR - {a } \ -r\< x-a <r 2 } 

\3. Un mapeo F: A x B — > C cuyo dominio de definicion es el producto AxBse 
llama mapeo de dos variables. 

. Un mapeo F: A x B — > C cuyo dominio de definicion es el producto A x B se 
llama mapeo de dos variables. 



F . (a):= lim F(x;^)-F(a;Z>) 



A3x^a X — a 

F(b) ._ lim ¥(a;y)-¥(a;b) 
r yW)'- A By^b y-b 

Si / c A x 5, es un mapeo, entonces se escribe b = f(a) en lugar de (a, b) e /, y se dice que 
b g B es la imagen de a e A bajo el mapeo /. 

Dos mapeos f\\ A\ — > fii y /2i A 2 — » ^2 son iguales, si A\ = A 2 y /i(x) = f 2 {x) Vag Ai. 
Esto implica que f(A\) <zB\ C\ B 2 . 

n . Sea a un punto de acumulacion de A c R. El mapeo /: A — > R es diferenciable 
en el punto a, si existe un mapeo L • (x - a) lineal con relacion a (x - a), llamado diferencial del 
mapeo /: A — > R en el punto «; que cumple la igualdad 

/(x) - f{a) = L • (x - a) + o(x - «) cuando x - a = o(l). 

El diferencial de un mapeo en un punto esta definido univocamente, puesto que 
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f(x)-f(a) =L (x-a) + o(x-a) » ^zf^ = L + 

dedonde lim ^ x) ~^ a) = lim (L+o(l)) = L. 

y, por el teorema de unicidad del limite, se tiene que el numero L queda defmido univocamente. 

Definition . El numero 

m ..-_ Hm m-m 

se llama derivada (6 mapeo derivado) de / con respecto de x en el punto a. 
Se puede escribir de forma equivalente 

m - m 

o sea, 



f(a) + o(l) cuando A bx -a = o(l). 



/(x) - f(a) = f(a) (x - a) + o(x - a) cuando x — > a, x g A. 
Sea A* := { x e A | /: A — > R es diferenciable enx } 

f(x)-f(a) 

El mapeo A* -> R defmido por la relacion f:a -> /'(a) = , lim _ % V a g A* 
donde el mapeo /: A — > R es diferenciable, se llama derivada (6 mapeo derivado) de /. 

Al denotar la diferencia h -=x -a, llamada incremento de x; se obtiene 

/(x + h) - /(x) - f{x) h + o(h) cuando h = o(l), es decir, cuando h — > 

r /(s + /i) - /(s) 

y el mapeo f: A f — > R queda entonces defmido por la igualdad / f (x) == ^ 

La diferencial L • (x - a) del mapeo / se denota por df{a), es decir df{a) = f(a) (x - a). 

En muchos de los casos, cuando a un mapeo /: [ a, b ] — » R, defmido en un segmento [ 
a, A ] c R, se le quiere estudiar su comportamiento en los puntos extremos « y b\ es necesario 
restringir el concepto de diferenciacion defmiendo la diferenciacion lateral. 

finicion . El mapeo /:[«,ft]^Res diferenciable en a por la derecha, si 

/(x) - f{a) - f(a + ) (x - a) + o(x - «) cuando x — > a, x e [ a, 6 ], 

en donde el limite 

f(a+) : _ Um /(*) - m 

J V 7 x - a 

existe y es llamado derivada de / por la derecha del punto a. 

finicion . El mapeo /: [ a, b ] — > R es diferenciable en 6 por la izquierda, 

si 
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/(x) - f(b) = f\b~) (x - b) + o(x - b) cuando x — > b, x e [ a, b ], 



en donde el limite 



fW ,_ i im /(*)-/(*) 

J K J [a; b]3x^b~ X-b ' 



existe y es llamado derivada de / por la izquierda del punto b. 

ion . El mapeo /: A — > R es diferenciable en un conjunto 5 c A, si es diferenciable 
en cada punto a del conjunto S. 

El mapeo /: A — > R es diferenciable en un segmento [ a, 6 ] c A si es diferenciable en cada 
punto del intervalo ]a,b[Q[a,b]y ademas / es diferenciable en a por la derecha y / es 
diferenciable en b por la izquierda. 

La familia de todos los mapeos /:A^BcR que son diferenciables en el conjunto ScAse 
denota como 3) ( A; B ), es decir 

3) ( A; B ) := {/: A — > 5 c: R I / es un mapeo diferenciable en A } 

Se puede escribir 2) (A) en lugar de 2) ( A; R ). 

La notacion juega un papel muy importante en la matematica. J.L. Lagrange denoto el limite 

lim f(x)-f(a) y Leibnitz denoto el limite , lim A /fr + fe W(*) 41 L 

Abx^« x-a F ^ v ^ ^ F dx ? J 

Arbogast sugirio que la derivada de un mapeo / fuera denotada como D f. El simbolo D llamado 

operador de derivacion, ha tenido gran aceptacion y sugiere que Df es un nuevo mapeo obtenido por 

el operador D. La diferencia f(x) - f{a) W.G. Leibnitz la denoto como Af := f(x) - f(a) y la llamo 

incremento del mapeo; y a la diferencia h := x - a la denoto como Ax := x - a y la llamo incremento 

del argumento x, o simplemente incremento de x. En este caso, se tiene 

&f f(x + h) - f(x) = f(x) - f(a) y Ax-=h=x-a. 
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§ 15. Derivada del Mapeo Impli cito. 
(Variante Simple) 

Proposition. Si el mapeo F:U(xo, Jo) — > R, definido en un entorno U(xojo) del punto 
(x jo) e R 2 , y tal que 

1° Fg ^ p) (t/; R), en donde p > 1, 

2° F(x Jo) = 0, 
3° F;(x ,jo)^0. 

Entonces existe un segmento bidimensional I >=I x xI y , en donde 

I x := { x e R I | x - xo | < a }, ly : = { J e R I | J - Jo HP}? que es un entotno contenido en 
t/(xo,jo), y un mapeo / e ^ p) ( I x ; ly), tales que para cualquier punto (x,j) g I x x l y 

F(xy) = 0^y=f(x) 

Ademas, el derivado del mapeo /en el punto x e I x , se puede obtener mediante la igualdad 

J w F y (x,f(x)y 

. Supongamos que Fy(xojo) > 0. Como F e ^ l \U; R), entonces, por el teorema de 
conservacion del signo, existe un entorno del punto (xojo) en donde Fy(x,y) > 0. Sin perder 
generalidad podemos considerar que Fy(xy) > en todo el entorno t/(xo,jo). Mas aiin, se puede (si 
es necesario reducirlo) considerar que £/(xo,jo) es una bola de radio r = 2p >0 con centro en el punto 
(*o,Jo) • 

Como Fy(x,y) > en £/(xo,jo), entonces el mapeo F(xo,j) > de j esta definido y es 
monotono creciente en el segmento jo - P < J < Jo + P, por lo tanto, 



F(x , Jo - P) < F(x , Jo) < F(x , Jo + P) 
Demostremos que el cuadrilatero I := l x x l y , en donde 

I x :={xeR I |x-x |<a}, I^={jgR I |j-Jo|<P}, 



es el rectangulo buscado, en el que se cumple F(xj) = 0, j =/(x). 

Para cada x e l x fijemos el segmento vertical con extremos (x, Jo - P) y (x, Jo + P)- Veamos 
en el F(x,y) como un mapeo de j, y obtenemos un mapeo continuo estrictamente creciente, que tiene 
signos diferentes en los extremos del segmento. Por lo tanto, parax e l x se encuentra un unico punto 
j(x) g l y que F(x, j(x)) = 0. Haciendo j(x) = : /(x), obtenemos la relacion F(xy) = 

«j=/(x). 

Demostremos ahora que/ e c $ p \ l x ; l y ). 

Mostremos primero que/es continuo en el punto Xo y que /(xo) = Jo- 
La ultima igualdad se deduce evidentemente de que cuando x = xo se tiene un unico punto j(xo) e l y 
tal que F(x , y(x )) = y, puesto que F(x , Jo) = 0, por lo que/(x ) = Jo- 
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Fijando un s tal que < s < P, podemos repetir la demostracion de la existencia del mapeo 

f{x) y encontrar un 5 tal que < 5 < a, para el cual, en el segmento bidimensional I == l x x ly, en 
donde 

L-{a:gR I |x-x |<5}, Iy:={jGR I \y-yo\<z}, 
Se cumple la relacion 

( F(x,j) = en I) <^> ( y =f(x) para x e L), 

con un nuevo mapeo f:l x ^l y . 

Pero l x cz I*, ly cz ly y I c: I, por lo que se sigue que f(x) =f{x) para xgI^c I x , con lo que se 
verifica que |/(x) -/(xo) \ = \f(x) -yo\< z cuando | x - xo | < 5. 

Hemos establecido la continuidad de / en el punto Xo. Pero cualquier punto (x j) e I en el 
cual F(x, y) = puede ser aceptado como punto inicial de construccion de la demostracion, puesto 
que en el se cumplen las condiciones 2° y 3°. Realizando esta construccion en los limites del 
segmento I, llegamos a la continuidad de/en el punto x. Queda establecido que/ e ^ I x ; l y ). 

F y (x fCxY) 

Demostremos que/ e I x ; l y ) y establezcamos que/ f (x) = - J?,, 9 # i. 

Sea Ax tal que x + Ax g I x . Sea y =/(x) y y + Ay =/(x + Ax). Por el teorema del valor medio 
para F(x, y) en I, se tiene 

= F(x + Ax,/(x + Ax)) - F( x,/(x)) = F(x + Ax, y + Aj) - F( x,/(x)) = 
= F;(x + 9 Ax,j + 9 Aj) Ax + F;(x + Ax, j + Aj) Aj ( < < 1 ), 

y, puesto que F y (xo,yo) ^ 0, se obtiene 

Aj;__ f;(x + 0Ax,j; + 0Aj;) 
Ax F;(x + Ax,j + Aj) 

Como / g ^ I x ; ly), Ax — > implica Ay — > y considerando que F g ^ l \jJ\ R), cuando Ax 
0, obtenemos 

' W Fy(x , y y 

en donde _y =/(at) y, por la continuidad del mapeo compuesto, se obtiene/ e l x ; l y ). 

Si para F e ^ 2 \U; R), la ultima igualdad permite la diferenciacion por x y se tiene, 

,, Y , = _ + Fivf(x)] fi -f x \ fs, + 

r y 

en donde F x , F } v , F xx , F xy , F yyh son se calculan en el ( x,/(x)). 

Se tiene entonces/ g l x ; ly), si F e ^ 2 \U; R). Por induccion, puesto que en estas dos 
igualdades el orden de diferenciacion de / en el lado derecho, es una unidad menor que el del lado 
izquierdo, se tiene que/ g ^ p) ( I x ; I^), si F e ^\U; R). ■ 
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§ 13. Derivado del Mapeo Inverso. 
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coseno 



3° 



16 



[ (a/5 - 1 ) (a/3 + 1 ) - a/2 a/W5 (a/3 - 1 ) ] 



^[V2\/W5 (x/3 + 1 ) + (\/5-l) (a/3-1)] 



6° | [\/3\/2a/5^/5 - (a/5 + 1 ) ] 

9° ^[(a/5 + 1)-a/2a/5-a/5] 



15° 



12° £[a/2\/5+a/5 -a/3 (a/5-1)] 



2/2 



(%/3 -1) 



g[A/3(A/5+l)+A/2A/5-\/5] 

^[(a/5 + 1) + a/2a/5-a/5 ] 
|[a/3a/2a/5+a/5 + (a/5-1)] 

#0/3 + 1) 



18° 4 (a/5-1) 

21° ^|[a/2a/5-a/5(a/3 + 1)-(a/5+1)(a/3-1) ] 
24° ^[a/3(a/5+1)-a£W5-a/5 ] 



27° 



#[a/2a/5+a/5-(a/5-1)]=tV 8 - 2 Vi o - 2 a/5 
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V5+a/5 

[ (A/3 + 1 ) (a/5 + 1 ) + a/2 (a/3 - 1 )V5-a/5] 



|[a/3a/2a/5-a/5 +(a/5+1)] 

#[(a/5-1) + a/2a/5+a/5]=tV 8 + 2 Vi o - 2 V5 



30° 



33° ^[ (a/5-1 )(a/3 + 1)+a/ 2 V5+a/5 (a/3-1)] 



36° 



a/5-a/5 



39° (a/5 + 1) (a/3 + 1)-a/2a/5- a/5 (a/3-1)] 

42° ^[a/3a/2a/5+a/5-(a/5-1)] 



2 



16 



[ (a/5 - 1 ) (a/3 - 1 ) - yj2^[5T^5 (a/5 + 1 ) ] 



4 (\/5 + 1) 

[A/2 a/5 -a/5 (a/3 + 1 ) + (a/5+1)(a/3-1)] 
|[a/2a/5+a/5+a/3(a/5-1)] 



45° 



2 



202 



GUSTAVO 



VILLALOBOS HERNANDEZ 



INTRODUCTION AL ANALISIS MATEMATICO 




203 



INTRODUCTION AL AANALISIS MATEMAHCO 



GUSTAVO VILLALOBOS HERNANDEZ 




204 



GUSTAVO VILLALOBOS HERNANDEZ 



INTRODUCTION AL ANALISIS MATEMATICO 





205 



